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Balogh Laszlo

I.
ALTALANOS ALAPFOGALMAK






1. ATEHETSEG FOGALMA

A mult szazad hetvenes éveitdl kezdve vilagszerte az érdeklddés kozéppontjaba
keriilt a tehetségtémakor. Azt megel6zben is probaltak feltarni a tehetség fogal-
mat, keresték a fejlodés gyokereit, de a gyakorlati fejleszté munkahoz igazan az
elmalt négy évtizedben fogalmaztak meg atfogd elméleteiket a kutatok. Most
ezen eredményekbdl egy sziik attekintésben foglaljuk 0ssze a tehetség értelme-
zéséhez, fejlesztéséhez sziikséges alapvetd pszichologiai és pedagdgiai ismere-
teket.

Az aldbbiakban szamos fontos kutatdt és elméletet taldlunk, akik és amik a
tehetség fogalmanak, jelentésének és tartalmanak tisztazasahoz hozzajarultak.
Ez az attekintés bévebb is lehetne (v6. Balogh 2006; Gyarmathy 2006; Toth L.
2003), de a hangsuly itt azokon a f6 gondolatokon van, amelyek a tehetség sok-
szind fogalmanak megértéséhez elengedhetetlenek. Nincs mindenki altal egy-
ségesen elfogadott tehetségfogalom, de tobb olyan elmélet, modell sziiletett,
amelyek mindegyike gyakran kozel is all egymashoz, s egyben kiilonbségeikkel
rairanyitjak figyelmiinket a komplex tehetségfogalom arnyalt értelmezésére.
Ezek koziil tekintiink at az aldbbiakban egy csokorra valot.

1.1. Azelsé lépések a tehetség értelmezéséhez

A 19. szazadtol kezdve az intelligencia- és tehetségkutatas néhany eléfutara arra
torekedett, hogy az emberi agy funkcioit elkiilonitse, hogy igy a tobb vagy keve-
sebb tehetséggel rendelkez6 egyének kozotti killonbségeket jobban megértsék.
Ezen kutatok koziil néhdnyan igen figyelemreméltéak, hiszen ket tekintjiik a
késdbbi intelligencia-, majd az ebbdl kin6vo tehetségkutatds el6futarainak.

Charles Darwin unokadccse, Francis Galton (1822-1911) meg volt rdla gyo6-
z6dve, hogy a vildgon minden mérhetd, és az agy kdrmérete standardjaként a
koponya méreteit alkalmazta. Egyik francia kortarsa, Paul Broca sebész és antro-
poldégus (1824-1880) azokrol az elméleteirdl volt hires, miszerint osszefiiggés
van az agy stlya és kormérete, valamint az intelligencia kozott.

Galton és Broca elméleteit Alfred Binet szinrekeriilésével kezdték megkérdé-
jelezni, majd elvetni. Binet a Sorbonne pszicholdgiai laboratériumanak volt az
igazgatoja, ahol egyik asszisztense Piaget volt. Binet elvetette azt az elméletet,
miszerint az agy mérete és az intelligencia kozott osszefiiggés lenne, és egy pszi-
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choldgiailag megalapozott megkozelitést keresett az intelligencia jelenségének
értelmezésére. Jelentés mennyiségben gytjtott olyan adatokat, amelyek az el6z6
elméletekkel nem voltak dsszhangban. Tanitvanya, Theodore Simon segitette
Binet-t kutatdsaiban. 1904-ben a francia Kozoktatdsi Minisztérium felkérte
Binet-t és Simont, hogy vizsgéljanak meg olyan gyerekeket, akik gyengén teljesi-
tettek az iskoldban, és akik tanuldsi nehézségekkel kiizdottek. Binet és Simon
sok 3-11 éves gyereket vizsgalt egy olyan skala segitségével, amit 30 teszt alapjan
allitottak ossze. Ez a skala azt hatarozta meg, hogy a 30 teszt koziil melyiket tud-
jak megoldani a 3-11 éves atlagos képességti gyerekek az egyes korcsoportokra
lebontva.

Ugyanekkor egy német pszicholégusnak, William Sternnek (1871-1938) a
hamburgi egyetemen jobb &tlete timadt. Egy olyan matematikai formulat java-
solt, amiben a gyerek mentalis kordt a bioldgiai koraval osztotta, majd az ered-
ményt szazzal szorozta. Ez a formula vezetett a kozismert intelligencia-kvo-
cienshez (1Q).

Az intelligenciakutatasok intenziven folytak a 20. szazadban, s tobb kivald
kutato: Ch. Spearman (1904), L. L. Thurstone (1938), R. B. Cattell (1943), L. M.
Terman és M. H. Oden (1954), J. P. Guilford (1967) vizsgalati eredményei jelen-
tdsen eldsegitették, hogy kialakuljanak a tehetség értelmezésének — nemcsak az
intelligenciat magaba foglalo - tgynevezett tobbtényezds modelljei. Ezek mar
kozelebb visznek benniinket a tehetség korrekt értelmezéséhez. Tekintsiik at
ezek koziil a legfontosabbakat!

1.2. Joseph Renzulli’‘haromkoros’ tehetségkoncepcidja

A modern tehetségkutatas egyik legjelent6sebb allomasat az amerikai Joseph
Renzulli jelentette a Connecticuti Egyetemen 1977-ben. Haromkords tehetség-
koncepcidjaval rakta le a ma is vilagszerte alkalmazott elméleteinek alapjat.
»What makes giftedness?” (Mibdl all a tehetség?) c. cikke (Renzulli 1978) hosz-
szan tartd hatdssal volt a szakteriiletre. Renzulli (1978 és 1985) azt allitja, hogy
az 6t megel6z6 tehetségkutatasnak koszonhetéen egyértelmiivé valt, hogy a te-
hetséget nem lehet egyetlen kritérium alapjan meghatarozni.

Renzulli elmélete harom, a kreativ/produktiv embereket jellemzé tulajdon-
sagra éptl. Ez a harom tulajdonsag vagy komponens a kovetkezo:

o Atlagon feliili képességek.
o Feladat iranti elk6telezettség.
o Kreativitas.

Az atlagon feliili képességek az dltalanos és a specifikus képességeket egyarant
magukba foglaljék. Ugy kell ket értelmezni, mint az elérhetd legmagasabb tel-
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jesitményszintet egy adott témdban. A feladat iranti elkotelezettség a motivacio-
hoz hasonlithato, de annal szlikebb értelmezésben. Pontosan azt jelenti, hogy az
illetd lelkesedik a feladatért, az vonzza 6t. A kreativitas egy olyan atfogobb foga-
lom, amit mdshol zseniként, eminensként is neveznek.

Altalanos teljesitményteriiletek
Matematika « Képzémiivészet - Természettan - Filo-
z60fia - Tarsadalomtudomanyok - Jog - Vallds « Nyelvek
« Zene - Elettudomanyok - Mozgasmiivészet

Atlagon
felili
képességek

Kreativitas Specifikus teljesitményteriiletek

Karikatra - Csillagdszat - Kozvélemény-kutatds « Ek-
szertervezés « Térképkészités - Koreografia « Eletrajz «
= Filmkészités « Statisztika - Helytorténet - Elektronika «
Komponélds « Kertépitészet « Kémia « Demogréfia «
Mikro-fényképezés - Vdrostervezés « Légszennyezés
korlatozasa « Koltészet - Divattervezés « Szovés « Dré-
mairds « Reklam « Jelmeztervezés « Meteoroldgia
Babozds « Marketing - Jatéktervezés « Ujsagirds
Elektronikus zene - Gyermekgondozas - Fogyasztové-
delem « F6zés « Ornitoldgia « Bitortervezés - Naviga-
cd - Genealdgia « Szobrdszat - Vadvildg kezelése «
Mez6gazdasagi kutatds - Allati tanulds - Filmkritika

Feladatiranti
elkotelezettség

1.dbra. Renzulliharomkords modellje

Renzulli szerint ezek koziil egyik elem 6nallo jelenléte sem jelenti Gnmaga-
ban, hogy valaki tehetséges. A hdrom elem interakcioja vezet a tehetséges visel-
kedéshez (amint azt az 1. dbrdn a harom kor interakcidjaba es6 satirozott tertilet
is jeloli). Minden tulajdonsag sziikséges, és egyenld szerepet jatszik. Ebbol ko-
vetkezik, hogy az intelligencia nem az egyetlen feltétele a tehetségnek.

Renzulli a kovetkezdképpen foglalta 6ssze allaspontjat (Renzulli-Reis 1985,
p. 28): ,A tehetség olyan viselkedésformakbol ll, amik az emberi vonasok ha-
rom alapcsoportjanak interakciojat titkrozik. Ez a harom alapcsoport az atlagon
feluli altalanos és/vagy specifikus képességek, magasfoku feladat iranti elkotele-
zettség és kreativitas. A tehetséges viselkedést felmutaté embereket azok, akik
ezekkel a jegyekkel rendelkeznek, vagy ki tudjak Sket fejleszteni, és azokat az
emberi teljesitmény barmilyen potencidlisan értékes teriiletén hasznositjak.
Azok az egyének, akik rendelkeznek ilyen interakcidval vagy képesek annak ki-
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alakitdsara a harom teriilet kozott, az oktatdsi lehetdségeknek és szolgaltatasok-
nak széles skalajat igénylik, és ez utébbiak gyakran hidnyoznak a normal iskolai
programbol”

1.3. Abraham Tannenbaum csillagmodellje

Tehetségelméletében Tannenbaum (1983) azt allitja, hogy mind a belsé (szemé-
lyes), mind a kiils6 (kornyezeti) tényezokre sziikség van. E tényezdket egy csil-
lagdiagramban abrazolja (2. dbra), ahol a tehetséget grafikusan a csillag 6t aga-
nak metszete jeldli.

Altaldnos

Véletlen

Specidlis
alkalmassdg

Kornyezeti
tdmogatds

Nem értelmi tényez6k

2.dbra. Tannenbaum csillagmodellje

Véleménye szerint a tehetség fejlédése soran az alabbi 6t elem hat egymasra:

o Altalanos képességek: ez a G-faktor megfeleléje, azé az altaldnos intelligen-
cidé, amit az IQ-tesztekkel mérnek.

« Specidlis alkalmassag: olyan specidlis tehetség, amivel a személy rendelkezik
és amiért kornyezete nagyra becsiili, mert az kivételes, specidlis.

« Nem értelmi tényezok: ezek azok a személyes képességek, amik nem kapcsol-
hatdk az intelligenciahoz, amik egy személy karakteréhez, egyéni jellemvona-
saihoz kotddnek: onkép, motivacio, feladatorientacio stb.
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» Kornyezeti tamogatas: pl. a gyerek csalddja, iskoldja, baratai. Gyakran van
sziikség rajuk a tehetség fejlodésének jo iranyba valo tereléséhez. Ez a sziilok
és a tandr részérdl is nagyon fontos feladat.

o Véletlenek: ezekrdl a faktorokrdl legtobbszor elfeledkeziink, pedig ugyan-
olyan jelentdsek.

Ezek a tényez6k definiciojuknal fogva az ember életének legkevésbé kiszamitha-
to eseményeit jelolik, mégis nagy jelentdségiik van a tehetség megvalositasaban
és a potencialok kifejezésében.

1.4. Franz Monks tobbtényezés tehetségmodellje

Az id6k soran egyre nagyobb empirikus tdmogatast nyertek azok az elméleti fel-
tételezések, amelyek a tehetséghez sziikséges faktorok interakcidjat vizsgaltak.
Ez vezetett Monks tobbtényezds tehetségmodelljéhez. A kivételes képességek, a
motivacio és a kreativitds osszetevdékon kiviil ez a modell a csalddot, az iskolat és
a tarsakat is bevonja, mint tarsadalmi pilléreket (3. dbra).

ISKOLA TARSAK

Motivacio Kreativitas

Kivételes
képességek

TEHETSEG

CSALAD

3.dbra. Monks-Renzulli komplex tehetségmodellje

crer

ségen tul a motorikus, a tarsadalmi és a miivészi képességeket is. Ez annyit je-
lent, hogy nem csak a nagyon intelligens emberek esetében beszéliink tehetség-

|13
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rél, hanem példaul Pablo Picassot (mivészi) vagy a labdarugéd Johan Cruyft
(motorikus) is tehetségnek nevezhetjiik.

Ezek a kivételes képességek azonban nem elegenddek a tehetség manifeszta-
lasahoz. A tehetséges személynek igen motivaltnak kell lennie. Mas széval nagy
akaraterdre és kitartasra van sziiksége ahhoz, hogy egy bizonyos feladatot vagy
instrukciot 6rommel tudjon kivitelezni (Monks-Knoers 1997). A kreativitds
szintén fontos eleme a személyiségnek. Kreativitasnak azt a képességet nevez-
ziik, amelynek segitségével eredeti, inventiv médon tudjuk a problémakat meg-
oldani. A fiiggetlenség és a produktiv gondolkodds magas szintje a rutinszer(
vagy reproduktiv gondolkodassal helyezhetd szembe.

A tarsadalmi pillérek koziil a csaldd jatssza a legfontosabb szerepet a tehetség
nevelésében, mert biztositani tudja, hogy a gyermek egészségesen és (lelkileg)
kiegyensulyozottan néhessen fel. Masrészt arra is van példa, hogy a csalad nem
ismeri fel vagy nem ismeri el a gyermek potencialis tehetségét, és ez negativan
befolyasolhatja a gyermeket. Az iskola szintén fontos pillér. Beleértjiikk mind a
vezetést, mind a tantestiiletet. A tanarok kozott van, aki odafigyel a tehetségekre,
és van, aki ignoralja Gket az osztalyaban. A szerzé véleménye szerint azonban
amennyiben az iskolavezetés tisztaban van a tehetséggondozassal kapcsolatos
problémakkal, az az egész iskola légkorére kihat, és pozitiv hozzaallast eredmé-
nyez. [gy a tandrok konnyebben 4llnak el a tehetséges gyermekek igényeinek
kielégitését célzo sajat kezdeményezésekkel. A harmadik pillért a tarsak jelentik.
Tarsaknak azokat a gyerekeket nevezi Monks, akik hasonl¢ fejlettségi fokon all-
nak. A nem azonos szinten all6 osztalytarsak komolyan gatolhatjak a tehetséges
gyermek intellektualis, de leginkabb pszicholdgiai fejlddését. A tehetséges tanu-
16t gyakran tartjdk beképzeltnek vagy strébernek, ami aztan alulteljesitéshez és
személyiségbeli torzuldsokhoz is vezethet (Monks—Van Boxtel 1985).

Monks a tehetség fogalmat a kovetkezd leirassal adja meg: ,, A tehetség harom
személyiségjegy interakcidjabdl jon létre. Ennek a harom jegynek (motivacio,
kreativitds, kivételes képességek) az egészséges fejlédéséhez megért, tamogato
tarsadalmi kornyezetre van sziikség (csalad, iskola, tarsak). Mas szoval: a hat
faktor pozitiv interakcidja a tehetség megjelenésének eléfeltétele” (Monks—
Knoers 1997, p. 192.).

1.5. Czeizel Endre 2 x 4 + 1 faktoros modellje

A hazai kutatok koziil kiemelésre érdemes Czeizel Endre (1997) 2x4+1 faktoros
modellje (4. dbra). Ebben a szerz6 integral minden olyan tényez6t, amely a fej-
leszté munkaban meghatarozé szerepet jatszik.

A szerz6 a Renzulli-féle haromkoros modellbdl indul ki, amikor a tehetség
Osszetevdit meghatdrozza, azonban az atlagon feliili képességek korében kiilon-
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valasztja az dltaldnos intellektualis és a specialis mentalis képességeket, termé-
szetesen § is fontosnak tartja a kreativitast és a motivacids tényezdket.

A kornyezeti tényezék a Monksnél talalhatdo haromrdl ugyancsak négyre
modosulnak: Czeizel a tarsadalom kozvetlen szerepét is hangsulyozza (elvara-
sok, lehetdségek, értékrend stb.) a tehetségesek kibontakozasaban a csalad, az is-
kola és a kortarscsoportok mellett. Ertelmezésében kilencedik faktorként jelenik
meg a sors, amely az élet-egészség faktora: a tehetség kibontakozasahoz sziikség
van bizonyos élettartamra és megfelel6 egészségi allapotra is.

Csalad

N /U

éﬁlemggég Kreativitdsi
adottség adottsdg

Specifikus
mentalis
adottsagok

Motivdcids
adottsagok

Kortdrs- Tarsadalom
csoportok

-+ Sorsfaktor

4. dbra. Czeizel 2x4+1 faktoros modellje

1.6. Jane Piirto piramismodellje

Piirto (1999) tehetséggondozdisi piramismodelljében a tehetség Osszetevoi jol
rendszerezettek, és a fejlodést befolyasolo tényezok is megjelennek, amint azt az
5. dbrdn szemiigyre vehetjiik.
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5. Kdrnyezeti aspektus

4. Tehetség aspektus

3. Kognitiv aspektus

2. Emociondlis aspektus

S

1. Genetikus aspektus

GENEK GENEK

5. dbra. Piirto tehetséggondozasi piramisa

A genetikai alapok egyértelmtiek. Az emocionalis aspektus azokat a szemé-
lyiségjegyeket Osszegzi, amelyek altaldban jellemzik a kiemelked6 teljesitményt
nyujtokat. A szerzd a legjelesebb tehetségkutatok vizsgalataira épitve Gsszegzi
ezeket a tulajdonsagokat, hozzatéve, hogy a lista nem teljes, s természetesen van-
nak vitatott pontjai is. Ugyanakkor tényként allapitja meg, hogy a felndttek haté-
konysagukat személyiségiiknek koszonhetik, és a sikeres felnéttek ezen jellem-
z6k zomével rendelkeznek. A kognitiv aspektusban a minimalis intellektualis
kompetencia jelenik meg. A tehetség aspektusa a modellben azokat a specialis
teriileteket jel6li meg, amelyeken konkrétan kibontakozhat a gyerek tehetsége a
képzémiivészettdl a sporton és kézmiivességen at az interperszonalis szféraig.
Végiil a kornyezeti aspektust a ,,napocskak” fémjelzik. Dontének a szerz6 a ha-
rom felsé napot (otthon, iskola, kozosség és kultura) jeloli meg, a masik kett6 a
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gyermek nemére és a véletlen adta lehet6ségekre utal. Ezek mindegyike befolya-
solja, hogy a tehetség kibontakozik-e vagy elsorvad.

1.7. Robert Sternberg informaciéfeldolgozasi modellje

A szamitégépek, a mesterséges intelligencia és az emberi intelligencia model-
lezésének mai kordban természetesnek tlinik, hogy az emberi intelligencia in-
formaciofeldolgozasi modellje kialakulhatott. Sternberg munkajat az emberi
intelligencia {6, a pszicholdgiai és pedagégiai vilagot uralé informaciéfeldolgo-
zasi modelljeként tartjak szamon. Noha a modell konceptualis keretei ezekben a
szakmakban meggy6z6ek, gyakorlati felhasznalasai korlatozottak, mert nem
dolgoztak ki megbizhaté mérési mddszert a fogalom alkalmazasara. Amig ki
nem dolgoznak egy ilyen mérést, nincs rd mod, hogy a modell hatékonysagat a
meglévé megkozelitésekkel dsszevetve felmérhessiik.

A Sternberg-modell (1999) harmas alapu intelligenciaszerkezetet javasol,
amely harom alapveté informacidfeldolgozasi képességbdl all: metakompo-
nensekbdl, teljesitménykomponensekbdl és ismeretszerzési komponensek-
bél.

A metakomponensek nagyban hasonlitanak a metakognicié folyamataira.
Tervezésbdl, ellendrzésbdl és értékelési funkciokbdl dllnak. Ezek az alfunkcidk a
kovetkezokbdl tevédnek Ossze: (1) a 1étezé problémak felismerése, (2) a problé-
mak természetének tisztazasa, (3) a problémamegoldas megtervezése, (4) a meg-
oldasi stratégia kivalasztasa, (5) a megoldasi folyamat mentalis reprezentélasa,
(6) a tevékenység mentalis er6forrasainak sszehivésa, (7) a megoldasi folyamat
ellenérzése, és (8) a problémamegoldé sorozat végén a sikeresség elbiralasa.

A teljesitménykomponensek azok a mentalis folyamatok, amelyek a meta-
komponensi tevékenységeket viszik véghez. Ezek a készségek vagy képességek
ismeretteriiletenként véltoznak. Alacsonyabb szintd mentalis operaciokként
tartjuk Gket szamon, és természetiikbdl kifolyélag automatikusabbak, mint a
nagyban kognitiv metakomponensek.

Az ismeretszerzési komponensekbe a szelektiv kddolas, a szelektiv kombina-
cid és a szelektiv Osszehasonlitas tartozik. A szelektiv kddolas az a képesség,
amivel a lényeges informdciot azonositjuk, azt a hosszu tavi memoriaban tarol-
juk, és a lényegtelen informadciot kiselejtezziik. A szelektiv kombindcié az infor-
macionak sémakka, gestalttd, fogalommad, otletté stb. valé atalakitasanak a folya-
mata. (A hosszt tavu memoria konnyebben elérhet és haszndlhato, ha az
informaciot megfeleléen rendezziik egymashoz kapcsolédd tombokbe.) A sze-
lektiv 0sszehasonlitds az a képesség, amivel a jelen és a multbeli informaciok ko-
z0Otti Osszefiiggéseket feltarjuk, és egy adott informacionak az épp aktualis prob-
lémakhoz viszonyitott jelentGségét felismerjiik.
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Sternberg koriiltekinté médon hivta fel arra a figyelmet, hogy az intelligens
viselkedés kontextusfiiggd. Azaz jobban viselkedhetiink olyan kérnyezetekben,
amiket megszoktunk, amiket igényeink szerint atalakithatunk, vagy amiket
mint szdmunkra legmegfelel6bbeket magunk vélaszthatunk. Igy egy adott isko-
laban, osztalyban, tanmenetben, adott tanar vagy osztalytarsak jelenlétében fel-
allitott feltételek és allapotok nem biztos, hogy a tehetséges tanuld szamara is az
idedlis kornyezetet jelentik. Van olyan tandr, aki nem tanit természettudoma-
nyokat, a természettudomanyosan tehetséges tanulok nagy banatara. Egy masik
osztalyban vagy iskolaban lehet, hogy az osztalytarsak lesznek negativ hatassal a
felismert tehetséges gyerekekre. Tudnak-e ilyen kornyezetben a tehetséges tanu-
16k intelligensen viselkedni? Sternberg elmélete szerint nem. Sternberg azt tani-
totta meg nekiink, hogy az intelligencidknak sok alaspektusa van, és hogy azok-
tol a kontextusoktol fiiggnek, amiben a gyerekek magukat naponta talaljak.

1.8. Francoys Gagné modellje a szunnyadé és a megvalésult tehetségrél

Frangoys Gagné, kanadai pszicholégus a szunnyad¢ tehetséget az adottsagokkal
asszocialja. Ezen a velesziiletett emberi képességeket érti. Heller-Monks-Pas-
sow (1993, p. 27) szerint ,,A szunnyad¢ tehetség olyan kompetencia, amely az
emberi adottsagok valamilyen teriiletén vagy teriiletein jelentésen feliilmulja az
atlagot” Gagné kovetkezoképpen definidlja a megvaldsult tehetséget (1990, p.
22): ,kiilonbo6z6 adottsagok és interperszonalis, valamint kornyezeti katalizato-
rok interakcidjanak fejlddési terméke.”

Gagné differencialt modellje (6. dbra) dbrazolja, hogy a talentum kiilonb6z6
adottsagok alkalmazasa az adott teriileten szerzett ismeretekre és képességekre.
Ez a folyamat kornyezeti katalizatorok (csalad, iskola, kozosség), valamint inter-
perszonalis katalizatorok (t6bbek kozott motivacio, onbizalom) segitségével jon
létre. Természetesen az adottsagoknak talentumma valé atalakulasiaban nagy
szerepe van a rendszeres tanulasnak, a gyakorlasnak és a képzésnek is. Gagné
modelljét kovetkezoképp lehet egy konkrét példan értelmezni: Mozartnak jo
kreativ és zenei képessége volt (aptitude). Ha nem lett volna elég motivacioja és
onbizalma (intraperszonalis katalizator), hogy 6tévesen zongorazzon, hegediil-
jon és zenét szerezzen, akkor nem lett volna akkora zenei talentum bel6le. Ezen
tul a csalddja (kornyezeti katalizator) biztositotta, hogy ezt az adottsagat tanu-
lassal és gyakorldssal jol ki tudja fejleszteni. A tényezdk ezen interakcidja volt
a biztositék rd, hogy Mozart azza a zenei zsenivé valt, akit mindnyajan isme-
riink.
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SZUNNYADO
TEHETSEG
KEPESSEG-
TERULETEK

INTELLEKTUALIS
Induktiv/deduk-
tiv érvelésmemo-
ria, megfigyelés,
itéléképesség sth.

KREATIV
Eredetiség, 6tle-
tesség, humor

stb.
SZOCIO-AFFEKTIV
Vezetdi képesség,
tapintat, empatia,
ontudat stb.
PERCEPTUALIS/
MOTOROS
Er6, koordinacid,
alléképesség, ru-
galmassag stb.
EGYEB
Extraszenzoros
észlelés, gydgyi-
L tasi képesség stb.

KATALIZATOROK

FIZIKAI

PSZICHOLOGIAI

< r ., N
INTRAPERSZONALIS KATALIZATOROK
Antropometria, fiziognomia, egészség stb.

MOTIVACIO: sziikségletek, értékek,
érdeklédési korok stb.

AKARAT: koncentracid, kitartas stb.

SZEMELYISEG: temperamentum,
jellemvonas, rendellenesség

\,

<L

Tanulés, gyakorlas

T’T

.

\,

KORNYEZETI KATALIZATOROK b

KORNYEZET

Fizikai, szocialis, makro/mikro stb.
SZEMELYEK

Szuldk, tanarok, tarsak, mentorok stb.
FELADATOK

Tevékenységek, kurzusok, programok

stb.
ESEMENYEK

Kihivasok, jutalmak, véletlenek stb. |
ihivasok, jutalmak, véletlenek s

TEHETSEG
ISKOLASKORBAN
JELLEMZO TERULETE

ISKOLAI
Nyelvek, tudomény
stb.

STRATEGIAI JATEKOK
Sakk, rejtvények,
video stb.

TECHNOLOGIA
Technika, szamitogép
stb.

MUVESZETEK
Képzémlvészet,
szinhdz, zene stb.

TARSADALMI TEVE-

KENYSEG
Tanitoskodas, iskolai
politika stb.

UZLET
Eladés, vallalkozés stb.

SPORT
- s

6.dbra. F.Gagné tehetségfejlédési modellje
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2. AZISKOLAITEHETSEGGONDOZAS FOBB
MODSZEREI

Amiota iskola létezik, a tehetséges tanulokra mindig is figyeltek a pedagdgusok;
évszazadokra visszamend sikeres tehetséggondozé munkarol vannak adataink.
Ugyanakkor az utdbbi évtizedekben a kutatok és a gyakorlati szakemberek sok
olyan eszkozt, médszert dolgoztak ki, amelyek a kordbbiaknal hatékonyabba te-
hetik az iskolai tehetséggondozast. Ezek koziil harom alkalmazasa elengedhetet-
len a sikeres tehetséggondozé munkahoz: a gazdagitds, a gyorsitas és az egyéni
differencialas. Ezek az alapjai a hatékony tehetséggondozasnak. A kévetkezok-
ben attekintjiik ezek fontosabb kérdéskoreit, amelyek a gyakorlati tehetségfej-
leszté6 munkahoz tampontul szolgalhatnak.

2.1. Gazdagitas, dusitas

Tartalmi szempontbdl a tehetséggondozasnak a legfébb alapelve a gazdagitas
(dusitas). Célja alapvetSen az ismeretek és a miiveletekre épiilé képességek kote-
lez6 tananyagon tullépd fejlesztése, e nélkiil nincs érdemi tehetségfejlesztés.

Passow (1958) a gazdagitasnak négy fajtdjdt kiilonitette el egymastol, ezek
ugyancsak tdmpontul szolgalnak a sikeres, differencialt gyakorlati megvaldsi-
tashoz (idézi: Paskuné 2000, p. 200):

o Meélységben torténé gazdagitds. Ennek sordn tobb lehetdséget kinalunk a
tehetséges gyerekeknek tudasuk és képességeik alkalmazasara, mint altala-
ban a tanuléknak.

o A tartalmi gazdagitds” azt jelenti, hogy a tananyagot a tanuldkra érzéke-
nyen szerkesztjilk meg, figyelembe véve érdeklddésiiket, sziikségleteiket, s
ezeket kozben fejlesztjiik.

o A ,feldolgozdsi képességek gazdagitdsa” els6sorban a kreativ és kritikus
gondolkodas fejlesztését jelenti felfedezd, illetve interdiszciplindris tevé-
kenység kozben.

o A tempoban torténd gazdagitis” a tehetséges gyerekek atlagosnal gyor-
sabb munkajara épiil: ugyanannyi id6 alatt tobbet képesek feldolgozni tar-
saiknal, igy kiegészit6 elemeket is bevonhatunk a tanulasi folyamatba.
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2.1.1. Gazdagitasi modellek

Szamos szisztematikus gazdagité programmodellt ismeriink, mint példaul a
Renzulli és Reis (1986) dltal kifejlesztett Gazdagitd Triad/Forgoajté Modellt,
Treffinger (1986) Egyénre Szabott Programtervezési Modelljét (Individualized
Program Planning Model - IPPM), a Feldhusen és Kolloft (1979, 1986), valamint
Moon és Feldhusen (1991) altal tamogatott Purdue Haromlépcsés Modellt, a
Renzulli (1994) és Feldhusen (1995) altal bemutatott tehetségfejlesztési modelle-
ket, valamint a Betts (1986) altal bemutatott Autondm Tanulé Modellt (Autono-
mous Learner Model). E modellek mindegyike viszonylag atfogo tervet ad a
tehetséges gyermekek azonositasara és a szamukra készitett programszolgaltata-
sokra, amelyek alapvetéen gazdagitd természetiiek. Ezek koziil mi most harmat
mutatunk be vazlatosan, ezek a legelterjedtebbek a pedagégiai gyakorlatban.

A Renzulli-modell taldn a legatfogobb az azonositas, adminisztracio, tanar-
képzés és programmegvaldsitasi struktura kiterjedt kezelésével (Renzulli 1994;
Renzulli-Reis 1986). Harom tipusu programélmény kiilonitheto el.

1.  Azelsd tipusu gazdagitas altalanos felfedez6 élményeket foglal magaba,
amely ,,az ismeretnek a hagyomanyos tantervben nem szerepld, Gj és iz-
galmas témadival, otleteivel és teriileteivel” ismerteti meg a didkokat
(Renzulli-Reis, 1986, p. 237).

2. A masodik tipusu gazdagitas, a csoportos-képzés gyakorlatok, olyan te-
vékenységekbdl allnak, amelyeket a kognitiv és affektiv folyamatok fej-
lesztésére terveztek. A tevékenységeket nem csupdn a tehetségesek sza-
mara, hanem minden gyermek szamara lehet kinalni.

3. A harmadik tipusu gazdagitas valos problémak egyéni és kis csoportos
vizsgalatat koveteli meg. Specialis azonositasi eljarasokat alkalmaznak a
gyermekek kivalasztasahoz a harmadik tipust gazdagitasra - kiilono-
sen a gyermek nyilt viselkedésének megfigyelésén keresztiil, amely tiik-
rozi egy konkrét témahoz vagy projekthez kapcsolodo aktualis érdekld-
dését, motivaciojat vagy viselkedését.

A Treffinger-féle (1986) Egyénre Szabott Programtervezési Modell (Indivi-
dualized Program Planning Model) hangsulyozza az azonositasi folyamat soran
Osszegyujtott informacid intenziv hasznalatat a tehetségesek erdsségeire és ér-
dekl6désére épiild, egyénre szabott tanulmanyi programok tervezésében. A mo-
dell arra is torekvést tesz, hogy fejlessze az 6nalldsag és az Oniranyitas készségeit
a tehetségesekben. Arra forditja a figyelmet, hogyan kell kezelni és ellatni a te-
hetségeseket egy altalanos osztalyban.
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A Betts (1986) altal kifejlesztett Autondm Tanulé Modell (Autonomous
Learner Model) arra tesz kisérletet, hogy eleget tegyen a tehetségesek tanulma-
nyi, szocialis és emocionalis sziikségleteinek, mikdzben az 6nallosag vagy auto-
némia céljat tizi ki maga elé, hogy a tanuldk feleldssé valjanak sajat tanulma-
nyaikért. A modell biztositja, hogy a tanulé

1. figyelmet forditson 6nmagara mint tehetséges egyénre, valamint a
programlehetdségekre;

2. gazdagit6 gyakorlatokban vegyen részt, példaul vizsgalatokban, kultu-
ralis tevékenységekben és terepgyakorlatokon;

3. szeminariumokat latogasson a futurizmusrol, problémakrol és vitas
kérdésekrol;

4. a tanulasi készségeket, palyavalasztasi ismereteket és interperszonalis
képességeit egyénileg fejlessze;

5. mélyrehaté vizsgalatokat folytasson csoportos projektek és mentoralas
keretében. Ez a modell kiilénosen erésen 6sszpontosit a tehetséges dia-
kok egyéni fejlodésére.

A Feldhusen és Kolloff (1979, 1986) altal kifejlesztett Purdue Haromlépcsés
Modell (Purdue Three-Stage Model) alapvetden egy gazdagité modell, és leg-
gyakrabban gyorsitd programként — ezt a fogalmat részletesen késébb elemez-
ziik — valosul meg. A haromlépcsés modellt szamos iskolaban alkalmazzdk mint
Tanulmanyi és Kreativ Gazdagit6é Programot (Program for Academic and Crea-
tive Enrichment - PACE). A modellt kis létszamu osztalyokban vetik be, ahol 8-
15 tehetséges gyermek tanul. Az els6 allomas soran a gyermekek egy olyan tan-
tervet kovetnek, amely a gondolkodasi készségekre és az alapvetd tantargyi
ismeretekre Osszpontosit, legalabb két 6rajuk van egy héten, és lehetéség szerint
egy héten egyszer egy teljes napot egyiitt toltenek. A gondolkodasi készségeket
és a tartalmat magas szinten és gyors titemben tanuljdk, amely megfelel a tehet-
ségeseknek. A masodik allomds soran szélesebb és konkrétabb stratégiakat
tanulnak. Ezek kozé tartoznak a konyvtari ismeretek, a kreativ problémamegol-
das, a jovobeli tanulmanyok és a kutatasi készségek — ezek mindegyike a harma-
dik allomas gyakorlatait késziti eld, amelyek projektorientalt alkalmazasok a di-
dkok személyes érdeklédési teriiletein. A harmadik allomds soran a didkok
kutatasi projekteken dolgoznak, fejlodési feladatokat kapnak, és ezek a torekvé-
sek prezentdciokat, produktumokat vagy eléadasokat eredményeznek. A har-
madik 1épcs6fok a valos élet kreativ produktivitasat szimulalja.
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2.1.2. A gazdagitas kerete: a tehetséggondozas komplex célrendszere

Sokan foglalkoztak a tehetséggondozé programok tervezésének kérdéseivel (vo.
Heller-Monks-Sternberg-Subotnik 2000; Téth L. 2008), azonban a gyakorlatot
leginkabb segitd elmélet Feger munkassagabol szarmazik (v6. Balogh-Polon-
kai-Toth 1997). Az altala megfogalmazott célok — a gyermek fejlddésének szem-
pontjara épitve — teljes koriivé teszik az iskolai tehetséggondozé programokat.
A szerzd nézeteit a kovetkezokben foglalhatjuk ssze.

Tehetséggondozo6 programok nagy szamanak elemzése vezetett ahhoz a ko-
vetkeztetéshez, hogy a tehetséggondozo intézkedések négy variansa kozott a ko-
vetkez6 kiilonbséget hatarozzuk meg:

1. atehetséges gyermek erds oldalanak timogatasa,

2. atehetséges gyermek gyenge oldalainak fejlesztése,
3. ,megeldzés, légkorjavitas, foglalkoztatasi terapia’,
4

. olyan teriiletek tamogatasa, amelyek kozvetve befolyasoljak a tehetség ki-
bontakozasat.

Részletesebben:

1. A tehetséges gyermek erds oldaldnak tdmogatdsa. Ezen beliil azokat a szem-
pontokat veszik figyelembe, amelyek tipikusan a kiilonleges adottsagokat fe-
jezik ki: a gyors felfogoképességet, a jo emlékezbtehetséget, a tanulds vala-
mely teriiletén az intenziv és gyors elmélyiilést, illetve specialis képességeket
(pl.: mtvészetek, sport, matematika stb.).

2. A tehetséges gyermek (tehetséggel Osszefiiggd) gyenge oldaldnak kiegyenlitése.
Ezalatt ,,hidnyossagokat” kell érteniink, amelyek a tehetség fejlédését megne-
hezitik, vagy éppenséggel megakadalyozzak. A gyenge oldalak — altalanos in-
tellektudlis tehetség esetében — valamiféle kiegyensulyozatlan tehetségprofil-
ban nyilvanulnak meg; példaul egy intelligenciateszt csaknem minden
résztesztjében kiemelkedd teljesitményt nyujt a tanuld, és az egész teszt gyen-
ge eredménye egy részteszt kovetkezménye. Vagy az iskolaban dsszességében
kiemelked? teljesitmény mellett egyetlen tantargyban stlyos hidnyok mutat-
koznak. Problémak adédhatnak azonban a tanuldsi és a munkamoddszerek
vagy a motivacio teriiletén is (Mez6-Mez6 2007). A gyenge oldalak szdrmaz-
hatnak tovabba a kedvezétlen kornyezeti feltételekbdl; az ilyen gyenge olda-
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lak kiegyenlitésére alkalmazott segité intézkedéseket példaul az in. kompen-
zacids nevelés keretében hajtjak végre.

Tovabbi csoportot képeznek a tehetséges ,,alulteljesit6k”. Mindenesetre az
»alulteljesités” csupan egy szimptéma; meg kell dllapitani, mely tényez6k
okozzak az alulteljesitést (Mez6-Miléné 2004). Az okfeltdras azt mutatja,
hogy e varidns programja szamadra résztvevoket felderiteni és megnyerni al-
dozatosabb munkat jelent, mint a tehetségesek erés oldalainak fejlesztése.
A gyenge oldalakat potlolag diagnosztizalni kell, hiszen a gyenge oldalaknak
olyan sok fajtaja fordulhat eld, amelyek mindegyike kiilonb6z6 banasmaédot
igényel. Ennek alapjan az a program, amely a tehetséggel kapcsolatos gyenge
oldalakat akarja megsziintetni, tobbnyire terapiai orientaltsagu és inkabb
pszicholdgiai bazist; s6t, gyakrabban egyedi segitségnyujtdsban nyilvanul
meg. Fontos szerepet jatszanak e problémak megoldasaban a tehetség kérdé-
sével foglalkozé tanacsado allomasok.

3. ,Megelbzés, légkorjavitds, foglalkoztatdsi terdpia.” A ,,megel6zés” a tehetséges
tanuldra iranyul, és azt kell megakadalyoznia, hogy a kedvét elveszitse, és
hogy az alulkévetelés alapjan aszocialis magatartasmad fejlédjon ki benne.
A ,légkorjavitas” osszességében az osztdlyban uralkodé szituaciéra vonatko-
zik, és azt akarja elérni, hogy az atlagot meghaladé tanul6 a maga gyors és
tobbnyire helyes valaszaival nehogy elbatortalanitsa a tobbieket, vagy a ta-
nart bosszantsa azaltal, hogy a didaktikai koncepcidjat tul gyorsan atlatta va-
laki.

4. Olyan teriiletek tdmogatdsa, amelyek kozvetleniil nem hatnak a gyermek te-
hetségének fejlesztésére. Itt ismét egy olyan csoport talalhatd, amelyet vala-
mely ismertetdjegy alapjan (mint magas intellektudlis képesség, zenei adott-
sag, sportbeli képesség) hoztak 1étre, ezt kovetden azonban a gondozas olyan
tertileteken torténik, amelyekben a csoportalakité ismertetdjegyek jelenték-
telenek. Példaul a kiemelkedd intellektudlis képességekkel rendelkezé gyer-
mekeket festészetben, tdncban vagy sifutasban ,tamogatjak” Ilyesfajta tehet-
séggondozast talalunk gyakran a sziil6i egyesiiletek tevékenységében.

2.1.3. A gazdagitas gyakorlati fogasai az oktatasban

Amint azt az el6z6ekben kifejtettiik, a gazdagitas a tehetséges tanulok szamara
els6sorban a megszerzett ismeretek atgondoltabb, magasabb szintti feldolgoza-
sara, a gyakorlati alkalmazasdra vald el6készitést jelenti, a kordbban bemutatott
modellek egyértelmiien megfogalmazzdk ezeket. A magyar iskolaknak pedig
éppen ezekben van poétolnivaldjuk, ezért a kovetkezékben olyan kérdéskoroket
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tekintiink at, amelyek segitik a gyakorl6 pedagdgusoknak a gazdagitds tanorai
megvaldsitasat.

2.1.3.1. Atanulékiranyitasa a problémamegoldé technikak alkalmazasa soran

Ha nem volndnak megoldasra var6 problémadk, az élet sokkal konnyebb volna a
modern tarsadalomban, de egyben végteleniil unalmas, és kihivasok nélkiili is
lenne. Tanitvanyaink rengeteg problémaval fogjak szembetalalni magukat: rész-
ben a mindennapi megélhetés személyes gondjaival, részben tarsadalmiakkal,
amelyek igy vagy ugy folyton hatdssal vannak rank, és természetesen olyan
problémakkal is, amelyek tobbé-kevésbé egyiitt jarnak minden foglalkozassal.

A pedagogusok feladata az, hogy segitsék a tanuldkat tudasuk, jartassaguk és
a helyes élethez, a tarsadalomban végzett hatékony munkahoz elengedhetetlen
attitidok fejlesztésében. Az egyik legfontosabb dolog, amit a didkoknak el kell
sajatitaniuk, hogy miként oldjanak meg 6nalléan egy-egy problémat — azért,
hogy késébb képesek legyenek a legkiilonboz6bb helyzetekre szabott probléma-
megoldd technikdkat alkalmazni a személyes és a munkahelyi életiikben.

A problémak megoldasa nem egyszeri vagy természetes folyamat, nincs a
génjeinkbe irva, és nem is csupan a ,,jozan ész” hasznalatanak kérdése. A haté-
kony problémamegoldé technikdk megtanulhatok, kévetkezésképpen tanitha-
tok is. Ha minden kérdésre egyszertien a helyes valaszokat adjuk meg a didk-
jainknak, vagy egy minden problémara alkalmazhatd, konnyt gyézelmet igérd
megoldassal latjuk el 6ket, nem adjuk meg nekik az alkalmat arra, hogy tanulja-
nak és gyakoroljak a problémamegoldé fogasokat. Ha 4j problémaval vagy don-
téshelyzettel szembesiilnek, nem fogjak tudni, hogyan kozelitsenek hozzd, vagy
hogy hogyan jussanak ésszerti kovetkeztetésre.

Az élet szamos helyzete problémakat vet fel, amiket meg kell oldani. A prob-
léma barmilyen szituacidban jelentkezik, fesziiltséget vagy bizonytalansagot
kelt, és ez valamilyen kreativ vagy logikus megoldast igényel. Ahhoz, hogy a fel-
adatokkal meg tudjunk birkézni, egy racionalis és tervszeri megkozelités sziik-
séges — olyan, amely megoldasokat ad ezekre a problémakra.

Az egyik dltaldnosan hasznalt technikat, amelyet ilyen problémak esetén al-
kalmaznak, problémamegoldasnak hivjak. Ez az eljaras az informaciok 6ssze-
gyUjtését, hasznositasat és ellenorzését kivanja meg a célbdl, hogy meghataroz-
hassuk a megfelel6 megoldast egy létez6 problémara. A problémamegoldo
megkozelités egy szisztematikus folyamat, amely a kovetkez6 alaplépéseket fog-
lalja magaban:

1. A probléma pontos és vildgos megfogalmazasa.

2. A targyhoz kapcsolodo tényezok felismerése.
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A sziikséges informacio Osszegytjtése.
A lehetséges megoldasok megvizsgalasa.
Probamegoldasok kivéalasztasa.

A javasolt megoldasok kiprobalasa, ellendrzése.

N e Ww

Eredmények értékelése.

A problémamegoldas hasznalata mint irdnymutaté eljaras szamtalan elény-
nyel szolgal a pedagdgus szamara. Fejlesztheti a tanulasi motivaciot ugy, hogy a
tanulokat a probléma 6ndllé megoldasara készteti, vagy olyan problémak felve-
tésével, amelyek ket érdeklik. Serkentheti a tanulékat arra, hogy sajat tudasukat
és képességeiket hasznaljak. A legtobb feladat a tanulok képességeinek és tuda-
sanak széles korét veszi igénybe. Ehhez a tanuldknak tapasztalatokkal kell ren-
delkezniiik arrol, hogyan alkalmazzak tudasukat az j problémakkal kapcsolat-
ban.

A problémamegoldé technikak csoportos hasznalata batorithatja a tanuldk
aktiv részvételét, és fejlesztheti a hatékony tanar-diak munkakapcsolatot. Hasz-
nos lehet a tanuldk tudasszintjéhez igazodo beszélgetések kezdeményezéséhez.
Az aktiv részvételt biztosito kozos csoportos megbeszélések, amelyek soran a ta-
nuldk a tanart a csoport tagjaként szolitjak meg, segithetik a tanuldkat a problé-
ma megfogalmazasaban.

2.1.3.2. Szdbeli kérdezési technikak

»JOl kérdezni annyi, mint jol tanitani.” Szokratész egyetértett volna ezzel az alli-
tassal. Székratész a kérdezésen kivill mas eljarast nem hasznalt. A tanitasban
ma, barmennyire megismertiik, a szobeli kérdezés egy a néhany lényeges tanita-
si eljaras kozil. A szobeli kérdezés egy eredményes tt ahhoz, hogy 6sztonozzitk
a tanuld motivaciojat és részvételét. A kérdezés tampontot ad a tanuldk érde-
keltségéhez. Raadasul, erre 6sszpontosithatjuk a tanulé figyelmét és fejleszthet-
jitk érdeklédését és kivancsisagat.

A szobeli kérdezési technikak eredményes hasznalata lehetéséget nyujt a
tanuloknak az 6nkifejezés gyakorlasara, ugyanakkor megengedi valtozatok hoz-
zdadasat a tanitdsi 6rahoz. A logikai sorrendben feltett kérdések osztonzik a
logikus és kritikus gondolkodast, és gondolkodasi képességhez vezetnek. A kér-
dések alkalmazasa a tudas kiilonbo6z6 szintjeinek megfelelden a tanuldkat a gon-
dolkodds mds-mas szintjeire vezeti.

Egy fontos eredménye a kérdések alkalmazdsanak az, hogy felfedezhetjiik az
egyes tanulok specialis képességeit és érdeklodési korét. A tanulok gyakran tesz-
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nek szert specialis tuddsra és képességekre a hobbijukon, munkatapasztalatukon
vagy csaladi tevékenységiikon keresztiil. Tudnunk kell hasznalni ezeket a specia-
lis képességeket és érdeklédéseket mint tovabbi eszkozoket a tanulds elésegité-
sére.

A szébeli kérdezési technikakat az aldbbi célokra kell tudnunk hasznalni:

« Bevezetni, 0sszegezni vagy Ujratekinteni egy leckét.

o Azel6z6k eredményét tisztazni.

« Felfedezni a hianyossagokat.

« A kozpontba allitani az olvasottakat.

o Fejleszteni a tanulok éleslatasat.

« Elésegiteni a tanulok megértését.

o Fejleszteni a tanulok értékeit és szemléletét.

» Megtanitani a diakoknak, hogy hasznaljak sajat elképzeléseiket ahelyett,
hogy memorizalnak a dolgokat.

A szdbeli kérdések kore lényeges kiértékelési informaciot tud nyujtani. Tesz-
telhetd a tanul¢ felkésziiltsége a tananyagbol (kérdéseken keresztiil meg tudjuk
allapitani, hogy elolvasta-e és megértette-e az anyagot). A kérdések soran a lecke
bevezetése, ismertetése el6zetes tesztként szolgalhat a tanulok tudasanak felmé-
réséhez.

A kérdések hasznalata kozben a leckék egyben azonnali visszajelzést szolgal-
tathatnak arrol, hogy a tanulok hogyan fejlédnek. Bejegyezve a kérdéseket a lec-
ke 6sszefoglalojdba, majd az ujranézés adhat egy részleges értékelést a tanulok
altal teljesitett tanulmanyi célokrol.
2.1.3.3. Gazdagitasilehet6ségek a,brainstorming”,,buzz-csoport”

és,kérdésdoboz” segitségével
Ezeket a technikakat a csoportos tanulds, feladatmegoldas megkonnyitésére ter-
vezték. E moédszerek azaltal, hogy aktivizaljak, illetve involvaljdk a didkokat, el6-
segitik a kreativ gondolkozas képességének fejlesztését.

Brainstorming

A brainstorming technikaja a kreativitast, illetve a didkok bevonasat segiti el6 a
tanuldsi helyzetben. Gyakran hasznaljak tervezési technikaként. A didkok el6-
szOr is a brainstorming segitségével alternativ javaslatokat tesznek, amit aztan a
tanuldsi helyzetek megtervezésénél lehet felhasznalni. Akkor a leghatékonyabb,
ha a csoport nem tal nagy (12-15 {6 a legel6ny6sebb), igy mindenkinek lehet6-
sége nyilik, hogy azonos mértékben vegyen részt a rovid idé soran (kb. 10-15

perc).
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A brainstormingot egy vezetdnek kell iranyitania. Ezek lehetiink mi, a tanar,
vagy a csoport dltal kivalasztott diak. Tovabba sziikség van egy jegyzdre, aki a
javasolt alternativakat jegyzi le. Ezt a személyt mi vagy a csoporttagok valaszt-
jak ki.

Igyekezziink minél specifikusabb témat valasztani a brainstorming-iilés sza-
mara. Ez segiteni fogja a didkokat a téma szétfolyasdnak megakadalyozasaban.
Ugyanakkor meg kell gy6z6dni arrdl, hogy a téma elég érthet6 a didkok szamara
ahhoz, hogy meg tudjanak birkézni vele. Barmilyen témat vélasztunk, a brain-
storming-iilés el6tt alaposan el kell magyarazni a didkoknak. A kezdeti brain-
storming-iilés célja nem egy komplex probléma megolddsa, hanem olyan friss
otletek Osszegytjtése, amelyekbol a késébbi tervezés taplalkozhat.

A brainstorming alatt az értékelés és a kritika nem megengedett. Az 6tletek
elbirdlasara kés6bb keriil sor. Minden, témdhoz tartozo otletet szivesen foga-
dunk. Az alternativ valaszok soksziniisége a hatékonyabb tervezést segiti el6.
A résztvevoket megkérjiik arra, hogy minél spontanabb moédon reagaljanak, a
valaszaik ,,mingségét” ne nagyon mérlegeljék.

A didkoknak el kell magyarazni a brainstorming céljat, és hogy az aktualis
tilés hogyan miikodik. Természetesen a konnyebb megértés kedvéért lehet egy
probat is tenni. Figyelmeztethetjiik ket az esetleges kelepcékre is. Masok javas-
latdanak leszolasa és a bekiabalt kritikak alaashatjak a brainstorming folyamatat,
és elvehetik masok onbizalmat.

A vezetd feleldssége az aktudlis brainstorming-iilés figyelemmel kisérése.
A vezetének amennyire csak lehet, a hattérben kell maradnia, de ha kell, 6tletek-
kel kell serkentenie a gondolkodast és a valaszokat. Vigyazni kell, hogy minél ke-
vesebb negativ vagy értékelé kozbeszolas hangozzon el.

A diakok megfelel6 rahangolasa a brainstorming folyamatara elésegiti, hogy
az lilés ne cstsszon ki a keziinkbdl.

Elésegiti, hogy (1) a didkok komolyan vegyék a témat, (2) a didkok ne tévesz-
szék Ossze a spontaneitast ostobasagokkal (képtelenségekkel), (3) és hogy ne
csak par didk dominaljon az ilés alatt. Ha csak par ember ontja magabdl az 6tle-
teket, néha egy-két biztat pillantds is aktivizalhatja a csendesebb didkokat.

A jegyz6nek az a feladata, hogy a brainstorming-iilés alatt elhangzé javasla-
tokat lejegyezze. Altaliban a tédbléra szokték feljegyezni az tleteket, hogy min-
denki szamara lathatd legyen, illetve a késGbbi értékelés soran legyen mire ta-
maszkodni.

Miutan vége a brainstorming-iilésnek, megkérjiik a jegyz6t, hogy szamoljon
be az elhangzott javaslatokrol. Ez térténhet irasban és szoban is.

A brainstorming technikdnak vannak korlatai, de ezek koriiltekintd terve-
zéssel és vezetéssel konnyen lekiizdheték. A folyamat eredményessége attdl
fiigg, hogy a didkok hogyan voltak orientalva az adott folyamatra és témara.
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A brainstorming technikanak a résztvevokre gyakorolt stimulal6 hatasa sokszor
fontosabb, mint azok az 6tletek, amelyeket e modszer segitségével kapunk.

»~Buzz-csoport”

Az egyik leggyakrabban hasznalt, tanulast segité technika a ,,buzz-csoport”. Ezt
a modszert eredetileg a Philips cég fejlesztette ki, ezért azdta gyakran ,,Philips
66” mddszerként emlegetik, ugyanis alkalmazasakor 6 percre és egy 6 tagu cso-
portra van sziikség.

Ahhoz, hogy a diakokat minél jobban bevonjuk a megbeszélésbe, illetve mi-
nél tobben tanuljanak az elhangzott javaslatokbol, az osztalyt 6 f6s csoportokra
lehet osztani. El6szor is el kell magyarazni a csoportnak a kérdést, amelyet majd
meg kell valaszolniuk. Fontos, hogy meggy6zdédjiink arrél, mindenki megértette
a megvitatandé kérdést. Ha nem mindenki értette meg, akkor ebbdl a tovab-
biakban még sok probléma szarmazhat.

Ha példaul a didkok bizonytalanok abban, hogy a vita targya az, hogy milyen
legyen az iskolai egyenruha, vagy hogy van-e joga az iskoldanak egyenruha vise-
1ését el6irni, akkor a legtobb id6 arra megy el, hogy eldontsék, egyaltalan melyik
kérdést kell megvitatni, ahelyett, hogy magaval a témaval foglalkoznanak.

A vilasztott témanak jol behatarolhatonak kell lennie ahhoz, hogy minden as-
pektusat meg lehessen vizsgalni. Ugyanakkor egyszertinek kell lennie, hogy a
rendelkezésre allé rovid id6 elegendd legyen a diakoknak a téma megvitatasara.

Meg kell kérni minden csoportot, hogy valasszon egy vezet6t és egy jegyzot.

A diakok értékes tapasztalatot nyerhetnek egy kompetens vezetd és jegyzo
kivalasztasaval, ami ugyanakkor felel6sség is. Lehetnek azonban olyan esetek is,
amikor nekiink kell kozbelépni. Példaul vannak olyan gyerekek az osztalyban,
akiket sohasem valasztanak vezetdnek. Mi viszont megadhatjuk ezeknek a dia-
koknak a lehetdséget arra, hogy fejlesszék vezet6i potencialjukat, vagy gyakorol-
jak a csoporthoz valé beszéd képességét.

A didkoknak eldzetesen fel kell hivni a figyelmét a vezetd és a jegyzo felel6s-
ségteljes munkajara. Meg kell érteniiik, hogy a vezet6 feladata, hogy a csoport a
témandl maradjon, illetve minden csoporttag részt vegyen a vitaban. Ugyanak-
kor ki kell emelni a jegyz6 munkdjanak fontossagat is, ami a megvitatott kulcs-
pontok és a meghozott dontés pontos lejegyzésébdl, illetve ezen informaciok
egész csoportnak valo felolvasasaval jar.

A vitanak az el6zetesen megbeszélt rovid id6 alatt kell lezajlania.

A vezetdnek biztatnia kell a kevésbé agressziv didkokat, hogy vegyenek részt
a vitaban, nehogy néhany, j6 verbalis képességekkel rendelkezé didk atvegye az
iranyitast a vitaban, és igy megakadalyozza a csoportinterakciot.

A vita alatt jo, ha korbejarunk a csoportokon és figyeljiik a folyamatot. Ha
sziikséges, egy-két szoval biztathatjuk a vezetét, hogy figyeljen oda minden
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csoporttag részvételére, vagy hogy iranyitsa vissza az eredeti témahoz a cso-
portot.

Miutan lezarjuk az tilést, megkérjiik a csoportok jegyzéit, hogy 6sszegezzék
csoportjuk vitajat az egész osztaly szamara. A ,buzz-csoport” j6 mddszer arra,
hogy az egyéni részvételt és a kreativ gondolkodast serkentsiik minden egyes
csoporttagban, illetve a didkok kézotti interakciot fejlessziik.

Kérdésdoboz

A kérdésdoboz érdeklddést stimulald technika, amelynek tobb alkalmazasi lehe-
tdsége van, mint azt altalaban gondolnank. Viszonylag konnyen alkalmazhato
eszkoz, amelyet egy kreativ tandr kiillonboz6 szituaciokhoz igazitva varialhat.

A didkokat arra biztatjuk, hogy irjak le egy bizonyos témaval kapcsolatos
kérdéseiket, és helyezzék el egy dobozban egy meghatarozott idében. Ez a tech-
nika kiilonosen akkor hasznos, amikor egy késdbbi vitahoz akarunk kérdéseket
gytjteni és kevés id6nk van, illetve a didkoknak idére van sziikségiik kérdéseik
atgondolasahoz.

Ugyanakkor a kérdésdoboz technika lehetéséget ad a didkoknak arra, ha
névteleniil kivinnak kdzrem(ikodni. Igy nem kell zavarba jénniiik a javaslataik
miatt, vagy hogy a csoport el6tt kell beszélniiik. Egy meghatdrozott idében a va-
laszokat 6sszegytjtik és rendezik a tovabbi felhasznalashoz.

Amikor a kérdésdoboz technikat hasznaljuk, fontos, hogy a diakok megért-
sék, miért tesznek fel kérdéseket (milyen célok elérésében segiti 6ket ez a techni-
ka) és mit kell tenniiik. Ha nincsenek megfelelden tajékoztatva, lehet, hogy
egyaltaldn nem valaszolnak, vagy esetleg a targyhoz nem kapcsolodo kérdéseket
tesznek fel. Példaul lehet, hogy allitasokat irnak fel, amikor kérdéseket kellett
volna feltenniiik a megfelel6 embernek.

A kérdésdobozt a kovetkez6 formakban hasznalhatjuk:

o A didkok feltett kérdéseit a késGbbiekben egy szakember fogja megvala-
szolni. A kérdéseket csoportositva atadjuk a valaszadonak, aki igy hatéko-
nyabban tervezheti meg vélaszait.

o A névteleniil leirt allaspontokat késobb kezd6 1épésként egy vitaban fel-
hasznalhatjuk.

o A didkok vélaszaikat két dobozban is elhelyezhetik: egyikbe a ,mellette”, a
masikba az ,ellene” sz616 megjegyzéseket tehetik. Ez megkonnyiti az 6sz-
szegzést, illetve gondolkoddsra és dontésre 6sztonzi a didkokat a valasz-
adas el6tt.
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2.1.4. Tantervkészités tehetségeseknek

A tehetségesek szamara megfelel§ tanterv 0sszeallitasanak lehetdségét vizsgalva
szamos kérdést érdemes feltenni. Ezeket a kérdéseket alaposan meg kell fontol-
ni, miel6tt tovabblépiink a tanterv kialakitasaban (Polonkai 1999; VanTassel-
Baska 1993):

1.

Mi legyen a tehetségesek szamara Osszeallitott tanterv tartalma? Anyaga-
ban is masnak kell-e lennie a tobbi tanulé tantervénél, vagy csupan mas-
képp kell felépiteni? A tehetségesek tantervének Osszeallitasat a nemzeti
szabvanynak kell-e befolydsolnia, vagy ettdl eltérd uton kell haladnia?

Hogyan kezeljiik a kritikus és a kreativ gondolkodast, a problémamegol-
dast és a dontéshozatalt - mint 6nmagukban all6 tartalmakat, vagy mint a
mar meglévo tartalmi teriiletek feddrétegét?

. Meg tudjuk-e hatarozni kell6 pontossaggal és egyértelmtien, hogy mit ér-

tiink a tehetségesek szamadra osszeallitott tanterv ,,megkiilonboztetésén”?

A tanulok mely csoportjanak tervezziik a tantervet — csupan a magas szin-
ten teljesitk szamadra, vagy a didkok egy szélesebb skaldjanak, akik annyi-
ra eltéréek lehetnek profiljukban, hogy az élmények egy megtervezett cso-
portja esetleg nem megfeleld a sziikségleteiknek?

Hogyan dllithatjuk sorba a tanterv élményeit ugy, hogy azok maximalis
tanuldst biztositsanak a tanulok szamara?

Hogyan tudjuk a lehet6 leghatékonyabb valtoztatasokat végrehajtani a te-
hetségesek tantervében - uj tanterv kifejlesztésével és alkalmazasaval,
képzéssel, vagy a tanterv alkalmazasanak megfigyelésével?

A tehetséges tanulok szamdra megfelelé tanterv készitéséhez holisztikusan
kell foglalkozni az elméleti alapelvek megfelelé gyakorlatba torténd atiiltetésé-
nek kérdésével, vagyis, hogy a tehetségesek oktatasa teljes, ne toredezett legyen.
Ezt akkor érhetjiik el, ha az alabbi legfontosabb elemekre 6sszpontositunk:

1.

A tehetséges gyermekek a tobbi gyermektdl eltéré titemben tanulnak, és
ennek az iitemnek az 6sszehangoldsa kulcsfontossagu a fejlédésiik szem-
pontjabdl (Keating 1991). Tovabba, az iitem vagy a haladasi sebesség elté-
rései olyan nagyok lehetnek, hogy megkiilonboztetést tesznek sziikséges-
sé a képzés tipusaban és fokaban is.
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2. A tehetséges gyermekek a tanulds kulcsteriiletein mélységre vagynak.

A pedagogusok ezt a szitkségletet az ,,ismeretgyarapitassal” elégitették ki,
amely altalaban a tanterv egy feliiletes kelléke. A mélység kérdését nem le-
het ebbdl a megkozelitésb6l megoldani. Azonban meg lehet oldani ugy, ha
a tanulas kulcsfontossagu teriileteit megvizsgaljuk lényegiik, magjuk és
hozzatartozé fogalmaik tekintetében, és a tehetséges gyermekekkel egyiitt
szokratészi eszkozokkel feltarjuk, hogy melyek ezek a kulcsfogalmak, és
hogyan kapcsolddnak a tanulds teriileteihez. A tehetséges gyermekeknek
sziikségiik van arra a kihivasra és 0sztonzésre, hogy egyiitt t6ltsék minden
iskolai nap legalabb egy részét, olyan elvarasi szintekkel, amelyek elég ma-
gasak ahhoz, hogy potencialis képességeiket probara téve megprobalja-
nak eleget tenni azoknak. A magas elvarasi szint nem azt jelenti, hogy
tobb munkat varnak el alacsonyabb nehézségi szinten, hanem inkabb vég
nélkiili munkat a miikodés dsszetett szintjein. Ebben az értelemben a te-
hetségesek szamara az értelmes feladat az, amely egyre tobb feltarasra va-
ré kérdést vet fel, és folyamatos vizsgalathoz vezet egyéni vagy kis csopor-
tos foglalkozasban. Ezeket az elvardsokat csak olyan kornyezetben lehet
felallitani és mikodtetni, ahol a gyermekek hasonld képesség- és megérté-
si szinten vannak. Igy teht a tehetséges gyermekek csoportositasa kulcs-
fontossaguva valik.

A tehetséges gyermekeknek iskolai éveik alatt végig sziikségiik van progra-

mokra és szolgaltatasokra. Tehetségiik gyakran mar haroméves korban meg-
nyilvanul, és folyamatos apolast igényel ettdl az id6t6l kezdve.

VanTassel-Baska (1993) megalkotta a tantervalapelvek listdjat, amelyek ko-

ziil néhany altaldnos, néhany a tehetségesek szamara megfelelének itélt konkrét
tantervi megfontolasokat tiikroz.

A tehetségprogramok kidolgozasahoz hasznalatos tantervi alapelvek listaja

Altalanos alapelvek

1.

Folytonossag - a tanulasi tevékenységek egy jol koriilhatarolt csoportja,
amely megerdsiti a konkretizalt tantervi célt.

. Sokféleség — egy konkretizalt tantervi kereten beliil meghatarozott célok el-
érésére szolgalo alternativ eszkozok kindlata.

Integracié - minden képesség integralt alkalmazasa, beleértve a kogniciot, az
érzelmeket és az intuiciot.
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Lényegi tanulas - a tanul6 és a tantargy szempontjabol lényeges anyag, kész-
ségek, eredmények és tudatossag befoglalasa.

A jo tanitasi/tanuldsi metodologiakkal valo egyezés — killonbozé tanitasi
gyakorlatok befoglalasa, amelyek figyelembe veszik a motivaciot, a gyakorla-
tot, a képzés atiranyitdsat és a visszajelzést.

A tarsakkal és fontos egyénekkel valé kolcsonhatds — lehetdség az olyan em-
berekkel valé talalkozasra, vagy a roluk vald tanulasra, akik ugyanazzal vagy
mas tehetséggel rendelkeznek.

Ertékrendszer — 4lland¢ lehet8ség biztositdsa a személyes és a szocialis érté-
kek kialakitadsara és vizsgalatara, valamint a személyes értékrendszer kialaki-
tasdra.

Kommunikaciés készségek — verbdlis és nem verbalis rendszerek és készsé-
gek kifejlesztése az elképzelések megvitatasara, megosztasara és kicserélésé-
re.

Tobbszoros eréforras — valtozatos anyagi és emberi eréforrasok biztositasa a
tanulasi folyamat részeként.

A tehetségesek tantervének specialis alapelvei

1.

Testreszabottsag — a tehetséges diakok képességeinek, érdeklédésének, sziik-
ségleteinek és tanulasi stilusanak felmérésére épiilé tanterv.

Nyitottsag — az elére felallitott elvarasok megsziintetése, amelyek korlatozzak
a tanulast a tantervi kereteken beliil.
Fiiggetlenség — lehetdség bizonyos tipusu 6nallé iranyitasu tanulasra.

Komplexitas — lehet6ség ismeretrendszerek, mogottilk meghizodo alapelvek
és fogalmak, valamint a didkok tanulmanyaihoz szorosan kapcsol6dé kulcs-
fontossagu elméletek megismerésére.

. Targyak kozott ativel6 tanulds — lehetdség a tanulds mas tudastertiletekre, Uj

helyzetekre stb. torténd atiranyitasara.

Dontéshozatal - segitség a didkok szamara megfelel6/relevans dontések
meghozataldhoz, a tanulandé dolgokra és a tanulas mddjara vonatkozoan.
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10.

11.

Alkotas/ajraalkotas — segitség a kreativ folyamatok alkalmazasaban a mar
megsziiletett alkotasok fejlesztésére és mdodositasara, valamint a fennall6 el-
képzelések megkérddjelezésére és megfelelobb megoldasok talalasara.

Idézités — a tanuldsi tevékenységre szant id6 révidebb/hosszabb szakaszok-
ra valo felosztasa, amely megfelel a tehetséges tanulé tulajdonsagainak.

A tartalom akceleralt/halad6 titemezése — lehet6ség a tehetséges didkok
gyorsasaganak és ratermettségének kibontakozasara az 4j anyag elsajatita-
saban.

Gazdasagossag — a tananyag Osszestritett és modern megszervezése, hogy
megfelel6 legyen a tehetséges didkok kapacitdsanak.

Kihivas — magas szintl tanulasi élmény biztositdsa, amely megkoveteli a te-
hetséges diakoktol, hogy kiterjesszék megértésiiket.

2.2. Gyorsitas

Mar a gazdagitas Passow altal kidolgozott és fentebb bemutatott rendszerében
feltiint a ,tempoban torténd gazdagitas”, amely arra épiil, hogy a tehetséges ta-
nulék gyorsabban, tobbet képesek feldolgozni, teljesiteni. Ezt a szempontot ki-
terjesztették a tehetséggondozas egész rendszerére, s igy jott létre a gyorsitds
fogalma. Ennek lényege, hogy a tehetséges tanuldk altalaban gyorsabban fejlod-
nek, mint tarsaik, s ezért biztositani kell résziikre azokat a kereteket, amelyek le-
het6vé teszik az egyéni tempodban (gyorsabban) valé haladast. Sokféle formdja
alakult ki a gyorsitasnak, itt a legfontosabbakat soroljuk fel Feger (1997) 6sszeg-
zése alapjan.

o Kordbbi iskolakezdés. Nagy kiilonbségek lehetnek a fejlédésben mar a gye-
rekkorban, s ez alapjan nemegyszer el6fordul, hogy az altaldnosan szoka-
sos életkor (6-7 éves kor) elott elkezdi a gyerek iskolai tanulmanyait. Ter-
mészetesen koriiltekintd iskolaérettségi vizsgalatok jelentik a garanciat a
tévedés elkertiléséhez.

o Osztalydtléptetés. A gyorsabb fejlodés és az ehhez kapcsolddd nagyobb tel-
jesitmény az iskolai évek alatt is jellemezhetik a tehetséges tanuldkat. Ha ez
minden tantargyban jellemzi a didkot, és id6 el6tt képes a kovetelményeket
teljesiteni, akkor élni kell ezzel a lehet&séggel is.

o D-tipusii osztdlyok. Ezek 1ényege, hogy Osszevalogatott tehetséges gyere-
kekkel rovidebb id6 alatt (példaul négy év helyett harom év alatt) teljesitik
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az altalanos iskola felsé tagozatanak tantargyi kovetelményeit (v6. Nagy
2000).

o Tanulmdnyi idé leroviditése. A tehetséges didk folyamatos magas szint(i
teljesitménye lehet6vé teszi azt is, hogy az egész iskolai id6t (8 év, 12 év) ro-
videbb id6 alatt teljesitse.

o Egyetemi tanulmdnyok idé elétti elkezdése. Ez két formaban is lehetséges.
Az egyik, hogy a tanulé tanulmanyi ideje leréviditésével a szokasos életkor
elott teljesiti a kozépiskolai kovetelményeket, s igy hamarabb felvételt
nyerhet a felsoktatasba. A masik lehetdség, hogy egy-egy specidlis szakte-
riileten (pl. matematika, zene) a kozépiskolai tanulmanyok mellett mar
folytatja az egyetemi tanulmanyait is.

A tehetséggondozas hatékonysaganak noveléséhez nagyobb gondot kell for-
ditani ezekre a formakra is, hiszen ellenkez6 esetben akadalyozzuk a tehetség ki-
bontakozasat. A gyorsitas egyszerten az az elhatarozas, hogy ne a kor legyen az
a kritérium, amely meghatdarozza, hogy egy egyén mikor férhet hozza a konkrét
tantervi vagy tanulmadnyi tapasztalatokhoz. Ezt az alapelvet helyeslik és megkér-
déjelezhetetleniil alkalmazzdk is a mivészetek és a sport teriiletén. Nagyon ke-
vés zongoradra vagy sioktatas szol példaul csupan nyolcéveseknek. A kor szerin-
ti oktatasi csoportositasrol ezeken a teriileteken nem is hallottak. Ehelyett az
oktatok megprobalnak rdjonni, hogy a gyermek mit tud, és mit nem, majd ezek
utan kezdenek el dolgozni veliik olyan szinten, amely egy picivel meghaladja tu-
dasszintjiiket; azon a szinten, amelyen az oktatasi és fejlodéspszicholdgia teriile-
tén végzett kutatasok szerint az emberek a legjobban képesek tanulni (Benbow
1991). Ezeken a teriileteken nem hallhatunk aggodalmas hangokat a képesség
szerinti csoportositas miatt. Akkor miért aggédunk annyit a kompetencia alap-
jan torténd csoportositas miatt, amikor a széban forgd teriilet az olvasas vagy a
matematika? Minden hasonlé koru gyermeket egy olvasascsoportba tenni ha-
sonlé ahhoz, mint amikor ugyanolyan méretii cip6t vesziink minden hasonlé
koru didknak. Az emberek nem ennyire egyformak. Minden korban nagymér-
tékben kiilonboziink egymastol méretben, fizikai és szellemi fejlédésben, érett-
ségben stb. Ha azt akarjuk, hogy az oktatas hatékony legyen, a pedagégusoknak
reagalniuk kell ezekre a killonbségekre (Benbow-Lubinski 1994; Lubinski-Ben-
bow 1995).
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2.3. Hatékony differencialas a tehetséggondozasban

A differencialds magatol értetédden alapvetd aspektusa a hatékony tehetséggon-
dozasnak (Polonkai 2002). A jé képességli gyerekek is igényelnek modositast a
standard tantervhez képest, a kiemelked6 képességlieknek pedig a normatol 1¢-
nyegesen eltéré feladatokra is sziikségiik van. Az draterv készitésekor a tanarnak
érdemes az 6rdn nyujtott kiillonbozo teljesitményre is felkésziilnie a kiilonb6z6
adottsagok és képességek fiiggvényében. A feladatok kialakitasaval 6sztonoznie
kell a gyerekeket minél jobb teljesitményre. Ennek a médszernek azért van kiilo-
nos jelentGsége, mert vannak olyan osztalyok, ahol arra fektetik a hangsulyt,
hogy minden gyerek egy minimumszintet teljesitsen, ezért a legtehetségesebbek
is ugyanilyen alacsony szinten teljesitenek. A differencialds sok figyelmet kap az
oktatas vilagaban, és lényegében az egyéni kiillonbségek felismerésére vald to-
rekvést és olyan szervezeti stratégiak keresését, alkalmazasat jelenti, amelyek
szem el6tt tartjak az egyéni killonbségeket a fejlesztési folyamatban, ugyanakkor
az integracio fejlesztési elvére is tekintettel vannak (Turmezeyné 2008). A nap-
jainkban elterjedt uj fogalom, az adaptiv oktatas is erre épiil. Ahogy ezt M. Na-
dasi Maria (2001), a szakteriilet kival6 hazai kutatdja megfogalmazta: ,,A diffe-
rencidlds és az egyéni sajatossagokra tekintettel szervezett egységes oktatas
egyiittes alkalmazasa kozos terminologiaval adaptiv oktatasnak nevezhetd”
(i. m., p. 40).

2.3.1. Adifferencidlds alapjai a tanuléi személyiségben

Minden tanul6é masfajta személyiség, igy valdjaban minden személyiségjellem-
z6t figyelembe kellene venniink a differencialt képességfejlesztéshez. Ez azon-
ban a gyakorlatban kivitelezhetetlen, igy célszerti a személyiségelemek sziikebb
korét megjelolni. Természetesen azokat, amelyek kell6 kapaszkoddkat jelenthet-
nek a differencidldshoz a tanitdsi-tanuldsi folyamatban (vo. M. Nadasi 2001).

A) Azujismeretek feldolgozdsihoz vagy az ismeretek alkalmazdsdhoz sziiksé-
ges tudds, miiveleti képességek szinvonala. Bizony itt széles a skéla. Egyik oldalon
vannak azok a tanulok, akik megfelel6 ismeretekkel és miiveleti készséggel ren-
delkeznek. A masik végpontot azok jelentik, akiknek komoly hianyossagaik
vannak, olyannyira, hogy az 6nall6 feldolgozas utjan elindulni sem képesek.
A kett6 kozott tovabbi csoportok taldlhatok — a hianyossagok mértékétdl fiig-
gbéen. A gyakorlatban ez a szempont érvényesiil a legtobbszor, tovabbi lényeges
elemek mar kevésbé felismerhetdk.

B) A tanuldsra valé készenlét sajdtossdgai. Oriasi kiilonbség van a tanulok
kozott abbol a szempontbol, hogy mennyire készek részt venni a tanitasi-tanula-
si folyamatban. A tanuldk egy része motivalt a tanuldsra, de sokan vannak, akik-
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ben alig van hajlanddsag e munkara. Ez utébbinak sokféle oka lehet. Bar ezekkel
most nem foglalkozunk részletesen, mégsem szabad e tényez6t figyelmen kiviil
hagyni. Biztos, hogy nem lehet sikeres a képességfejlesztés, ha nincs meg a tanulo-
ban a tanuldshoz valé megfelelé viszony. Nincs mas megoldas, mint a nehezen
aktivizalhatoknal fokozni az egyedi érzékenységet, motivaltsagot (Balogh 2004,
2006).

C) Az ondllé munkavégzéshez sziikséges feltételek megléte a tanuloban. Nagyon
fontos szempont ez a differencialashoz, hiszen hidba akarjuk énalloan dolgoztat-
ni a gyereket — bdr ez a differencidlds egyik legf6bb munkaformdja -, ha hianyoz-
nak ehhez a feltételek.

Természetesen itt is széles a skala az 6nallé munkara képesek csoportjatol a
rendszeres segitségre szorulokig. Melyek a f6bb paraméterek ezen szempont meg-
itéléséhez?

o Feladatértési képességek szintje.

« Feladatmegold6 miiveleti képességek fejlettsége.

o Jartassag a munkaeszkozok hasznalataban.

« Problémahelyzetben hogyan viselkedik a tanul6?

o Torekszik-e a gyerek a javasolt munkamenet megtartasara?
« Egyéni munkatempo.

Ezeket a jellemzdket az el6zetes iskolai tapasztalat dontden befolyasolja, ett6l
tiigg elsdsorban a fejlettségiik. Ez a tény arra is felhivja figyelmiinket, hogy nem-
csak bemérni, hanem folyamatosan fejleszteni is kell ezeket a személyiségjellemzd-
ket a tanitdsi-tanuldsi folyamatban.

D) Fejlettség az egyiittmiikodés terén, a tdrsas helyzet jellemzdi. A differen-
cialas lehetdségeit — kiilonosen annak csoportos formait — az is befolyasolja,
hogy milyen fejlettek a tanulé szocialis képességei, és hogy hol helyezkedik el az
osztaly szociometriai strukturajaban. Ezzel 6sszhangban célszerti megvalogatni
a differencidlas formait, eszkozeit.

2.3.2. Adifferencialas altalanos eszkozei

A tanitdsi-tanuldsi folyamatban alkalmazhato eszkozoknek, modszereknek gaz-
dag a tdarhdza, s ezeknek ma is jol hasznosithaté Osszefoglaldsit adja Petriné és
Mészolyné (1982) a ,,Differencidlt osztalymunka, optimélis elsajatitds a gyakor-
latban” cimt konyvben. Az 1. tdbldzatban bemutatott differencialasi formak a
tanulok minden rétegénél jol hasznalhatok a hatékony fejlesztéshez; természete-
sen vannak a tehetségesek szamara kitiintetett formak, ezekkel a késdbbiekben
részletesen is foglalkozunk.
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1. tdbldzat. A differencialas altalanos eszkozei

DIFFERENCIALASI MODOK, ESZKOZOK
é — Informéciohordozok — eszkzok
g &
g s 3 i
= = T =
s |8 |2 _ E
= s 8| e E S| s 25
sl S 2 8 2|5 2 2|z
s & E|E el ES|g g,
2 31§28 5 8 25 g2 £ &8¢
z s 5| =5 2|2 | g 8|l 222 <5 2=
g ot |25 85 & 2 2|28 & &2 8 2 E|F
1. Ha kivalé a tantdrgyhdl:
o D] Ixdx ] fxfofxfxl [ [ ]
2. Ha gyenge a tantdrgybol és negativ munkaképességd:
cfo i il b fx [ w ] [ D] [
3. Ha valamely alapképesség szinvonala alacsony (pl. olvasds, irds, beszéd stb.):
LoD D I P D] [ [ [
4. Ha kreativ tanulé:
LI I PP
5. Ha jo képességi, hianyos munkaképesség-szinvonald:
[ | ol fx el Ixfofx il [ [ [
6. Ha gyengébb képesséqd, szorgalmas:
ool Dl D Il el b Tl [ lx
7. Ha tanuldsi problémaval kiizdd:
ool e I b Il DD I
8. Ha mds tantdrgybdl kivald (pl. rajz, foldrajz sth.):
HEEINNEEEERE .
9. Ha szocialis koriilménye problémas:
oo DI D D
10. Ha specidlis teriileten van hidnyossaga (pl. figyelem, emlékezet stb.):
HENNEEEEEN R

Megjegyzés: a Petriné és Mészolyné (1982) kutatdsaibol dtvett tablézatot formailag mddositotta Mezd (2004).
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2.3.3. Atehetségesek differencialt fejlesztésének problémai

A tehetségesek differencialasanak vitatémajat a szakmaban és azon kiviil dol-
gozd oktatok nagyon kiilonbozéképpen fogjak fel. A fogalom egyik gyakori fél-
reértése, hogy a tehetséges tanuld a tobbi diaktol teljesen eltéré programban
részesiil. Ezen félreértés szerint azt hiszik, hogy az atlagos tanuld tantargyi kur-
zusokat tanul, mig a tehetséges gyerek valamilyen magasabb rendii képessé-
geket. Ebbdl egybdl kovetkezik az is, hogy a tehetségeseknek nincs sziikségiik
tartalomra, és az atlagos tanuloknak nincs sziikségiik magasabb szintl képessé-
gekre. Természetesen ez hibas feltevés annak tekintetében, hogy mibdl is 4ll a
differencialds. Allandok a témaval kapcsolatos nézeteltérések. Bizonyos kutaték
szamara a differencialt gyakorlat lényege abban all, hogy a tanuldk egyéni pro-
jektmunkakon dolgozzanak (Renzulli 1986). Masok szerint a differencialast az
altalanos tandra keretében egyéni megkozelitésekkel elégithetjiik ki legjobban
(Treffinger 1993). Megint masok értelmezésében a differencialas olyan integra-
tiv és atfogd tapasztalatsorozatot igényel, amit az azonos szellemi szinten levo
tarsakbdl allo tamogatod kornyezetben élnek at a gyerekek (VanTassel-Baska
1995).

Sok teriileten van tehat eltérés a nézetekben a tehetségesek differencialasa-
ban, azonban a legf6bb kérdés ezek koziil: integralt osztalyban (heterogén cso-
portban) vagy ,valogatott” osztalyban (homogén csoport) folyhat-e hatékonyan
atehetséggondozas az iskolaban? Erre a kérdésre tobbféle megkozelitésbdl tobb-
féle valaszt adnak a kutatok és gyakorlo szakemberek. Célszerti ezeket attekinte-
ni, hogy korrekt felhasznélasi formakat alakithassunk ki a pedagégiai gyakorlat-
ban.

Az integraci6 az oktatasbeli egyenl6ség metaforajava valt. Az integralt oszta-
lyok altalaban olyan osztalyfelosztasra utalnak, ahol sokféle képességti tanuld
egyiitt tanul. Abbdl indul ki, hogy minden didk szdmara az a legel6ny6sebb, ha
azonos osztalyban tanulnak, hogy ilyen felallisban minden tanulé magasabb
szinten teljesit, és hogy a tandr az egyénenként lényegesen eltérd képességii ta-
nulok szamara értelmet tud adni a tanulasnak. Mi a baj ezzel a gyakorlatban?

A tehetséggondozas és a specidlis oktatas kutatasaira alapozva joggal lehe-
tiink szkeptikusok azzal kapcsolatban, hogy mennyire mtikddik jol az integracio
olyan tanuloknal, akik jelentésen eltérnek az osztaly normaitél. Néhany tehet-
ségnevelési tanulmany zavar¢ jelenségeket hozott napvilagra. Az olyan iskolak
altalanos osztalybeli oktatasa, ahol formalis tehetségprogramok miikodnek,
altalaban hasonlit a formalis tehetségprogram nélkiil miikodo iskolak oktatdsa-
ra. A valtoztatasok jelentéktelenek voltak a tehetséges tanulok tanmenetében
(Archambault és mtsai 1993). A kutatas kimutatta, hogy az éltalanos osztalyok-
ban kevés differencidlasban részesiiltek a tehetséges diakok. Olyannyira, hogy az
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egyik tanulmany szerint a megfigyelt tanulok az altaluk végzett iskolai tevékeny-
ség 84%-aban nem részesiiltek tanmeneti differencidlasban (Westberg és mtsai
1993).

A kivalosag és az egyenlGség vitdja az egyik legproblémadsabb fesziiltség,
amely atjarja vilagszerte az iskoldkat. A gyakorlatban létfontossagu, hogy az is-
koldk az egyenléség és a kivalosag elvére egyarant dsszpontositsanak. A hatra-
nyos helyzett, kisebbségi, belvarosi iskolakba jaré gyermekek kornyezete na-
gyon megneheziti szimukra a tanuldst. Az ilyen kornyezetben iskolaba jarni
kénytelen gyermekek esetében nem az a kérdés, hogy miért nem tanulnak, ha-
nem az, hogy hogyan képesek tanulni az ttjukban all6 akadalyok ellenére. Ezen
tul, a fejlédési fogyatékossaggal rendelkezd gyermekek, vagy azok, akik kevésbé
készek a tanuldsra, tovabbi segitségre szorulnak. Ez a legkevesebb, amit adha-
tunk nekik. Kovetkezésképpen, nagy figyelem irdnyul arra a kérdésre, hogy ho-
gyan lehet a hatranyos helyzet(i csaladokbol szarmazé vagy fogyatékossaggal
rendelkezd gyermekeket tanitani.

Ugyanakkor a tarsadalom fejlédése azon mulik, biztositjuk-e, hogy az okta-
tasi forrasok egyenléen legyenek elosztva, és a kivalosagot segitsék el6. Fontos
komolyan venni a kérdéskor atgondolasdhoz Silverman (1994, p. 3) kijelentését:
»a legokosabb didkok visszatartdsa nem fogja varazslatos mdédon segiteni a las-
sabbakat” Ma gyakran az oktatasi eredmények egyformasagara toreksziink ahe-
lyett, hogy egyforma lehetdségeket biztositanank a kiilonboz6 rejtett képességek
kibontakozasahoz.

Az egyéni eltérésekre vald reagalas, valamint az eltéré eredmények megenge-
dése nem hoz létre elitizmust, amely gyakori vad a tehetséges didkok szamara
inditott programokkal szemben. Val6jaban ennek épp az ellenkezdje igaz (Allan
1991). Ezen tul, ha a tehetséges didkok megfelel6 programban részesiilnek, ak-
kor meger6sodik benniik a kortarsaikkal valé kapcsolattartas képessége. A haté-
kony tanitds tovabba magaban hordozza az ,optimalis parositast” (Robinson-
Robinson 1982), vagyis olyan problémak kitlizését a didk szamara, amelyek
szintje észrevehet6en meghaladja azt a szintet, amellyel a didk mar megbirko-
zott. A tul konnyti feladatok unalomhoz vezetnek, a tulsigosan nehéz feladatok
frusztraciohoz. Egyik sem segiti el6 az optimalis tanulast, vagy motivél a tanu-
lasra. Minden gyermeknek egyforman meg kell adnunk a lehetéséget, hogy ta-
nuljon, és kiteljesitse potencidljat. Az ,,egyméret” oktatasi rendszer nem haté-
kony, és igy nem tesz eleget az egyenlGség elvének. Az egyenldséget ugy kell
tekinteni, mint egyfajta hozzaférési lehetdséget a megfelelé oktatashoz. Sirotnik
(1983, p. 26) szavaival: ,,Az iskoldzas mindsége nem csupan a feladattal eltoltott
idét jelenti, hanem a hasznosan eltoltott idét is” Es, ahogy Gardner (1991, p. 92)
kijelentette: ,,A jo tarsadalom nem az, amelyik figyelmen kiviil hagyja az egyéni
eltéréseket, hanem az, amelyik bolcsen és emberségesen kezeli azokat” A diffe-
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rencialt tehetségfejlesztés az egyik modja a tanulasi képességben jelentkezd
egyéni eltérésekre valo reagalasnak (Mez6 2004).

A homogén csoportositas mar tobb mint 100 éve jelen van. Kezdetben a cso-
portokat informalisan alkottak, és olyan didkok jartak egy csoportba, akik a tan-
tervnek koriilbeliil ugyanolyan szintjén élltak, és ugyanolyan titemben voltak
képesek tanulni. Milyen érvek szélnak a képesség szerinti csoportositas mellett?
A képesség és teljesitmény szerinti csoportositas a kor szerinti csoportositdssal
szemben hatékony, mert

1. megfelel6bb parositast nyujt a tehetséges diak fejlodési készenléte és igé-
nyei, valamint a képzés kozott;

2. az eltéro képességekkel rendelkez6 didkok eltéréen reagalnak a kiilonbo-
z6 oktatasi stratégiakra és tanitasi modszerekre;

3. a diakok jobban tanulnak, amikor olyan diakokkal vannak egyiitt, akik-
nek a kompetencidja az 6 szintjitkkkel megegyez6 vagy annal egy picivel
magasabb;

4. a csoportositas kihivast jelent a didkok szamara, hogy kitlinjenek vagy
eldretorjenek (Benbow 1997).

Fontos kiemelni azt is, hogy az intellektualisan fejlett didkoknak nagyobb
elénytik szarmazik az olyan képzésbdl, amely nagymértékii feleldsséget ruhaz
rdjuk az orakon szerzett informacié rendszerezésében és értelmezésében. A ke-
vésbé jo képességli gyermekek ezzel szemben konkrétabb és kevésbé elvont pre-
zentaciokat igényelnek, ahol kevesebb informacidmennyiséget kell befogadniuk
(Snow 1986).

A képesség szerinti csoportositas jobb szocialis kornyezetet is biztosit a gyer-
mekek, legalabbis a tehetséges gyermekek szamara; a nap egy részét olyan gyer-
mekek tarsasagaban toltik, akik tanulmanyi szempontbdl hozzajuk hasonléak,
és akik jobban megértik igényeiket, humorukat és szokincsiiket (Lubinski-Ben-
bow 1995). A képesség szerinti csoportositas programjaban valé részvétel csok-
kenti a szandékos alulteljesitést a tehetségesek korében; egy ilyen csoportban ke-
vesebb sziikségét érzik annak, hogy eltitkoljak képességeiket annak érdekében,
hogy tarsaik elfogadjak 6ket. Nincs senki a csoportban, aki kigiinyolna 6ket.

2.3.4. Osszegzés: valtozatossag a szervezeti keretekben

Hagyomadnyosan a tandra a terepe a tehetség felismerésének és fejlesztésének,
azonban a gyakorlat bizonyitotta, hogy csak ebben a szervezeti keretben nem le-
het megoldani a hatékony iskolai tehetséggondozast. Leginkabb azért nem, mert
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a tanora kevésbé teszi lehet6vé a teljes egyéni differencialdst, mint a tandrdn és
iskoldn kiviili szervezeti formak. A Iényeg itt is az, hogy rendszerben tud hatéko-
nyan mikodni a tehetséggondozas, s ennek a legfébb elemei a kovetkezok (Ba-
logh-Koncz 2008; Endrédiné 2003; Fodorné 2008; Fiikéné 2008; Herskovits
2000; Koncz 2003; Kormos 2003, Kormos-Sarka 2008; Sarka 2003; Titké 2008;
Téth T. 2008):

o a tanorai differencialas kiilonféle formai (minél t6bb kis csoportos, nivéd-
csoportos és egyénre szabott munka!),

o specialis osztaly,

o fakultacio,

o délutani foglalkozasok (szakkor, blokk, onképzokor stb.),

o hétvégi programok,

« nyari kurzusok,

« mentorprogram stb.

Ezek mindegyike hatékony lehet: a célkitiizésekkel, a programmal, a tanulok
jellemzdivel 6sszhangban kell koziiliik valasztani.

Természetesen fontos, hogy a tanoérai és tandran (iskolan) kiviili formakat
osszekapcsoljuk a hatékonysag érdekében, ebben a tekintetben is csak egységes
rendszerben lehet sikeres a tehetséggondozas. Nyilvanval6an mas kiemelt funk-
cioi, jellemz6i vannak a tandranak és a tanéran kiviili formaknak. Az érai tehet-
ségfejlesztés soran az érdemi differencialt munka elengedhetetlen a sikerhez,
emellett kozéppontba kell allitani az egyéni tanulasi stratégidk fejlesztését, s fo-
lyamatosan biztositani kell a tanulok szdmadra a valodi kihivdsokat. A tanoran
kiviili tevékenységeket elsésorban az egyéni érdeklédésre kell épiteni, a mindsé-
gi gazdagitas elveit kell megvalésitani, valamint véltozatos szervezeti formakat
kell kialakitani, lehet6leg tullépve az iskola falain is (v6. Balogh 2000). A tanérai
foglalkozasokon, egyéb keretekben is akkor hatékony a tehetségfejlesztés, ha a
differencialas elve kovetkezetesen érvényesiil.
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Kovacs Gabor

I1.
FELADATOK A MATEMATIKAI TEHETSEG
FEJLESZTESEHEZ






BEVEZETES

A tehetség fogalma: a tehetség potencialt, lehetdséget jelent olyan kiemelkedd
teljesitményre, amely tarsadalmilag hasznos, és amely megelégedéssel, 6rom-
szerzéssel jar elérdje szamara (Czeizel 1997).

A tarsadalmi tevékenység alapjan megnyilvanul6 teljesitmény fiigg a geneti-
kai adottsagoktdl és a kiilsé hatasoktol (,tanultsagtol”), a két tényezé egyiittes
interakcidja.

Az orokletes hatas altalanos értelmesség esetén koriilbeliil 50%, a matemati-
kai képesség esetén viszont 90%.

A tehetség Osszetevoi:

a) Altalanos értelmesség: az intelligencia fokat az intelligenciahdnyados
(IQ) hatarozza meg. A tehetség zonat 130-200 kozotti IQ jeloli. A 160 £6-
l6ttieket zseninek tartjak.

b) Atlagot meghaladé mentélis adottsag: a tehetség irdnyét hatdrozza meg.
Az iskolai gyakorlat csak a gyerekek néhany tehetségszférajara van tekin-
tettel, sziken méri a tehetséget.

c) Kreativitds: a tehetség talan legfontosabb Gsszetevéje. A kreativ személyi-
ség jellemzdje az eredetiség. A masképpen gondolkodas adottsaga, a krea-
tiv gyerek zavarba ejtd, szokatlan kérdésekkel ,,bombazza” a tanart. Tual-
zottan kritikus, érzékeny.

d) Motivacio: szorgalmat, kitartast, megszallottsagot, és leginkabb kivancsi-
sagot és spontan érdeklddést jelenthet a tehetségnél. Ez a bels6 hajtoerd.

A kiilsé feltételek hatdsa a tehetségre
Kiilso feltételként a csalad, az iskola, a kortarsak és a tarsadalom gyakorol hatast
a tehetségre. Emeljiik ki ebbdl a pedagdgus szerepét. Megoldandd feladatai:

a) A személyiség értékes vondsait kibontakoztatni.
b) Azaltalanos értelmi képességet fejleszteni.
c) Megkeresni a specialis mentalis adottsagokat.
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Belso feltételként megemlithetjiik a teljesitményigényt és az emocionalis sta-
bilitast. Ez utébbi érzelmi biztonsagot feltételez, igy jobb a kudarctiirés. Az EQ
(emocionalis kviciens) is orokletes.

A tehetség gondozdsa

A gyereket életkoranak megfelelen kezeljiik, kivancsisaga, megismerésvagya
altal kell elérniink a fejlédést, nem pedig ugy, hogy mindenaron megel6zze a
kortarsait. A gyerekek kozotti versenyszellem hajtderd, de tulzott mértékben
gatja a fejlodésnek. Ha erdltetjiik a fejlesztést, az elonyok el6bb-utdbb eltiinnek,
de az erdltetés folyaman keletkez6 esetleges lelki sériilések megmaradhatnak.

A matematikai tehetség

A matematikaval szemben mai napig szamos el6itélettel talalkozhatunk. Sokan
az allitjak, hogy a matematika tanulasahoz kiilonleges tehetségre van sziikség.
Masok szerint kiilonleges emlékez6tehetség sziikséges a formuldk, gondolatme-
netek megjegyzéséhez.

A matematikai tehetség a legkorabban megjelend tehetségtipus. Megmutat-
kozésa ugyan a zenei tehetségnél késobbi, de fejlodési fazisai gyorsabbak. A ma-
tematikai tehetség ismeretanyagot, tapasztalatot alig igényel, egybeesik a forma-
lis logikaval.

A matematikai tehetség fejlddési szakaszait vizsgalva megallapithatjuk, hogy
a gyerekkorban, f6leg az egész szamok elméletére vonatkozd kérdések iranti ér-
deklédésben, valamint a témakorben feldllithat6 feladatok megoldasan érzett
oromben fejezdik ki. Az elemi mennyiségtan gyors elsajatitdsa, valamint a ki-
valé szamoldsi készség azonban még nem feltétleniil jelent matematikai tehetsé-
get. A szamolodtehetségeket elsésorban kivald hosszu tavi memdridjuk jellemzi.
A tizenéves kor vizvalasztd ezen a teriileten. A legtobb matematikai tehetség
mar haszéves kora el6tt komoly tudomanyos eredményeket ért el. A matemati-
kai tehetség viragzasa (Amstrong szerint) kb. 40 éves korig tart, kiilonleges kivé-
tel Weierstrass, aki negyvenévesen valt komoly matematikussa.

A kisgyerekeknél mutatkozé kiemelkedé matematikai képesség és érdeklo-
dés késébb masféle teriiletre térhet at.

A fejlodés a kovetkezd dimenzidk mentén figyelheté meg:

a) A matematikai feladatok észlelésének jellege a konkretizalttél a formali-
zalt felé halad.

b) Valtozik a matematikai feladatok altalanositasanak szintje.

c) Fejlédik a gondolkodasi folyamat redukcidjanak mértéke.
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d) Novekszik a gondolkodas folyamatanak rugalmassaga.
e) Fokozddik az elegans megoldasokra valé torekvés.
f) Magasabb szintet ér el a matematikai emlékezet.

A matematikai tehetség azonositdsa

A matematikai tehetség tesztekkel torténé mérése objektiv jellege miatt sokkal
megbizhatobb, mint példaul zenei tehetség esetén. Erre a célra hasznalhatdk az
1Q-tesztek is.

A matematikai tehetség korai megjelenése miatt (valdszintileg az idegsejtek
elrendezédése okan mar sziiletéskor meglevé képesség, amelyre a kornyezet sti-
muldléan hat) azonositasara jo esélye van a szakembereknek.

Erdekesség, hogy a vizsgalatok azt mutattdk, hogy a matematikai tehetségek-
nél az atlagosnal gyakoribbak az immunbetegségek, és a balkezesek szama is na-
gyobb.

A fiuk és lanyok vizsgalatakor pedig az latszik, hogy 12-13 éves kor utan a
fitk tehetségesebbek, a kutatok ezt jobb téri képességeikkel magyaraztak.

A matematikai tehetség azonositdsanak fobb irdanyelvei:

a) A kisgyerekeknél térbeli-vizualis jatékok, rejtvények.

b) A matematikai tehetséggondozé programoknal objektiv képességtesz-
tek.

c) Legjobban matematikafeladatokkal lehet azonositani a matematikai te-
hetséget.

d) Geometriai rejtvények jol mérhetik a tehetség egyes vonasait.

e) Térbeli-vizuilis képességeket, illetve memoriat mérd eljarasok is jol hasz-
nalhatok.

f) Azintelligenciatesztek is korrelalnak a matematikai tehetséggel. A Raven-
tesztek jol mérik a nem verbalis téri gondolkodast.

A matematikai tehetség fejlesztése

A matematikai gondolkodds tanitdsa

Az tjabb kutatasok azt hangsulyozzak, hogy a gyerek 6nalléan taldljo megoldast
a tanar segitségével. Batoritsa a gyerek természetes ,,hajlandosagat” a probléma
megvitatasakor.

A tehetséges gyerekeknél megfigyelhet, hogy szeretnek versenyezni, a team-
munka azonban neheziikre esik. Szivesebben dolgoznak egyediil és konzultal-
nak tanarukkal. A csoportos gondolkodas nem annyira hatékony, a folyamat so-
ran inkabb a kész gondolatok megvitatasara van sziikség.
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Rdvezet6 kérdések lehetnek:

Miért gondolod igy? Masképp is meg lehetne oldani a problémat? Hogy le-
hetne hasznalni ezt az otletet? Tudnal példat mondani?

A matematikai gondolkodast segiti, ha az eljarasokat el6re megbeszéljik,
megvaldsitaskor végig kozosen dolgozunk.

A matematikai gondolkodds dont6 tényezdje az a képesség, hogy felismerjiik
a szabalyszertiségeket, és meglassuk a kapcsolatokat. Cél, hogy a gyerek a mate-
matika lényegét jelentd belso szerkezetet lassa, és ne a megtanulandd, elszigetelt
szabalyokat.

Az eszkoz tipust megértés a szabalyok (algoritmusok) megtanuldsat, és bizo-
nyos koriilmények kozott torténd alkalmazasanak képességét jelenti. A kapcso-
latok megértése a szabalyok mogott huzodo okfejtés ismeretét is jelenti, és a gye-
rek megértve képes rekonstrudlni azokat. Ez a fajta tanulas mélyebb, és idében is
tovabb tart.

Elemi gondolkoddsi miiveletek:

« Analizis: a problémit olyan részekre osztjuk fel, ahol a részek is 6nallé egé-
szet alkotnak.

o Szintézis: a részeket egésszé kapcsoljuk ossze.

« Elvonas: kozos tulajdonsag kiemelése.

o Konkretizalas: a halmaz tulajdonsagat egy elemére vonatkoztatjuk.

o Altaldnositas: egy részhalmazrol egy bévebb halmazra tériink 4t.

« Specializalas: az altaldnositas forditott iranya.

o Osszehasonlités: elvont dolgok azonossagat, vagy éppen kiilonboz8ségét
tarjuk fel.

« Rendezés: a halmaz elemeit adott szempont szerint csoportositjuk.

o Osszefiiggés-keresés: két dolog kozotti relaciot tarunk fel.

o Kiegészités: egy dologhoz egy reldcié ismeretében masikat talalunk.

« Analogia: alapelvek hasonlésaganak felismerése.

A megismeritevékenység fejlesztése
Az észlelés fejlesztése a matematikatanitds keretében fontos szerepet jatszik. Az
észlelési fejlettség az értelmi és a személyiségi szférara is kihat. A figyelem, az
analitikus-szintetikus folyamatok magas szintje, az érzelmi-akarati élet ki-
egyensulyozottsaga elGsegiti a sikeres tanuldst. Fontos lehet a térbeli tdjékozodo
képesség (térlatas) fejlesztése.

A figyelem fejlesztése, koncentraltsaganak, tartossaganak, terjedelmének,
megosztottsaganak, dtkapcsolhatdsdganak szinvonala a matematikatanulds
szempontjabol igen jelentds lehet.
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Az emlékezet fejlesztése a tanulds szinvonalat erésen befolyasolja. Meg kell
talalni a helyes aranyt a mechanikus emlékezet és a problémamegoldé gondol-
kodas fejlesztése kozott.

Gyorsitds, diisitds
A gyorsitas a matematikai tehetséggondozasban igen hatékony mddszer.

Mar az 6vodaskortdl kezdve folyamatosan, a gyerek érdeklédési teriiletének
megfelel6 iranyban, életkortol fiiggetlen eldmenetellel torténik. Nagy szerepiik
lehet ebben a munkaban a nyari taboroknak. Az eredményességet novelheti, ha
képzett mentor tanarok mikodnek kozre. A mentorok folyamatosan tesztelik a
gyerekeket, igy pontosan megismerhetik erésségeiket, hianyossagaikat, hibai-
kat. Igy egyéni fejlesztdprogramot tudnak kidolgozni, és tdimogathatjik a gyere-
ket a tanuldsi folyamatban.

Magyarorszagon is gyakoriak a levelezd matematikai versenyek, klubok.
Ezek akkor hatékonyak, ha a kiemelked¢ teljesitményt mutatd gyerekeknek le-
het8séget biztositanak a tovabblépésre, személyes kapcsolatokra matematiku-
sokkal, esetleg egyéni programok kidolgozasaval. A tehetségek fejlédéséhez
egyéni odafigyelésre van sziikség.

Versenyek

A versenyek szintén hatékony formai lehetnek a tehetséggondozasnak. Nagy ha-
gyomanyai vannak a tanulmanyi versenyeknek, melyeket az Oktatasi Miniszté-
rium és hattérintézményei szerveznek.
Kérdések a versenyekkel kapcsolatban: Mit és hogyan mérjiink?
Gyakran a reprodukalé tudast mérik, nem pedig a gyakorlati problémahely-
zetben torténd ismeretalkalmazast.
Orszdgos matematika versenyek:
Tesztversenyek:
Zrinyi Ilona Matematikaverseny
Gordiusz Matematika Verseny
Nemzetkozi Kenguru Matematika Verseny
Indoklasos versenyek:
Matematika OKTV
Arany Daniel Matematika Verseny
Varga Tamas Matematikaverseny
Kalmadr Laszl6 Matematikaverseny
Kiirschak Jozsef Matematika Tanuldverseny
Nemzetkozi Magyar Matematikai Verseny
Kozépiskolasok Hajdu-Bihar Megyei Matematika Versenye
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Levelez6s versenyek:
Koézépiskolai Matematikai Lapok A, B, C, K versenyei
KoéMal Tesztverseny
Abacus
Kis Vakond
SulikVvIZ



TEHETSEGGONDOZAS A DEBRECENI KOSSUTH
GIMNAZIUMBAN

Gimnaziumunk ,elit” iskola, diakjaink értelmesek és motivaltak, valamint ta-
mogatoé a sziil6i hattér is. A képzés a hat évfolyamos osztalyainkban altalanos, és
vannak a négy évfolyamos képzésiinkben tagozatos osztalyaink, de a didkok f6-
leg az utols6 két évben tanulhatnak emelt draszimban az érdeklédésiiknek meg-
felel6, tovabbtanuldsukhoz sziikséges targyakat fakultdcids rendszerben.

A matematikanak mint kotelezo érettségi targynak fontos szerepe van az is-
kolankban. A muszaki-informatika, illetve a gazdasagi tagozaton heti plusz egy
matematikadra van, az utolsé két évfolyamon pedig kotelez6 a matematikafa-
kultacio.

A matematikatanitds a tandran kiviil szakkorben zajlik, amit a hetedikes és
nyolcadikos didkjainknak tartunk. A legtehetségesebb diakjaink kézponti, varo-
si szakkorbe jarnak, ahol egyetemi oktatdk tanitanak. A versenyek masodik for-
duléjaba jutott tanuldkkal pedig egyénileg foglalkozunk kollégaimmal.

A mas altalanos iskoldba jar6 nyolcadikosok részére a kozponti felvételire
el6készité tanfolyamot szerveziink abban a reményben, hogy ha a gyerekek
megismerik az iskolat és a tanarokat, akkor nagyobb szamban és szivesebben va-
lasztjak a Kossuthot. Mivel a tanfolyam ingyenes, segiti az esélyegyenlGséget.

Terveziink a 12. évfolyamosok szdmadra tartando varosi szakkort. Ennek célja
egyrészt az emelt szintli matematika érettségire valo felkészités, masrészt — mi-
vel az egyetemre sokan kozépszintli matematika érettségivel jutnak be — az egye-
temi tanulményok el6készitése.

Azokrol a témakorokrol terveziink eléadast, melyek csak kiegészité anyag-
ként szerepelnek a kozépiskolas tantervben, igy csak fakultacion tanitjuk. Pél-
daul hatarérték-szamitas, differencialszamitds, integralszamitas. Ezeket egésziti
ki a torzsanyag rendszerez6 Osszefoglalasa.

A jegyzet utolsé részében egy ilyen el6adasra mutatok példat.

A tehetséggondozas legfébb terepe a tanoéra. Itt kell, hogy a tehetséges gyerek
megkapja azt az indittatast, motivaciot, amely tovabbi munkara, nagyobb kihi-
vasok felé orientalja. Ehhez szakmailag kivéldan felkésziilt, j6 pedagégiai érzék-
kel rendelkez6 tanarok kellenek. Sziikséges, hogy a tanarnak legyen hatarozott
szakmai elképzelése, ugyanakkor legyen rugalmas, képes legyen megérteni és
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alakitani a didkok otleteit, és megteremteni egy felfedezésre alkalmas légkort,
melyben a didkok jol érzik magukat.

Ez a kiadvany tanari segédletként késziilt. Olyan mintafeladatokat tartalmaz,
melyeket akar a hetedik évfolyamtol kezdve tandrdkon is meg lehet oldani. A fel-
adatokat tobb szempontbdl probalom elemezni, a kiilénb6z6 korosztalyoknak
és az érdekl6désnek megfelelden.

A kozreadott tematika tajékoztato jellegi. A tanfolyam gyakorlatcentrikus.
A Kkijelolt elméletet ezen feladatok interaktiv elemzése soran dolgozzuk fel.

1. feladattipus

Kiindulo feladat:
Zsiga bacsi udvaran kacsak és disznok vannak, az éllatoknak 6sszesen 7 fejiik
és 20 labuk van. Hany kacsa és hany diszno lehet?

I. megoldds

Modszer: iranyitott probalgatas
Evfolyam: 5-7.
Helyszin: szakkor

Tanari attitid: felfedeztetés

A feladat felolvasasa utan valdszintsithetéen a didkok azonnal 6nalléan kezde-
nek prébalkozni, minden tandri segitség nélkiil. Els6 korben szerintem kar ira-
nyitani 6ket, mert nem képesek a tanarra figyelni, a megoldas mint kihivés koti
le energiaikat. Mivel a feladatnak véges sok megoldasa van, és ezek kozil is a
szoba joheté megoldasok szama csekély, ezért paran biztosan megtalaljak a he-
lyes eredményt.

Fontos, hogy a didkokban tudatositsuk: egy lehetséges megoldas megtalalasa
még nem a feladat megoldasa. Meg kell mutatni, hogy nincs tobb megoldas. Il-
letve, hogy a megoldds algoritmusat, gondolatmenetét le kell irni. Kiilonosen
fontos ez a feladatmegoldo versenyek (példaul Varga Tamas-verseny) szempont-
jabdl. Ugyanakkor a feleletvalasztds versenyeknél (példaul: Zrinyi-verseny) a
tiszta, vilagos gondolatmenet jelentds idonyereséget jelenthet.

Masodik korben a tanar feladata, hogy ébren tartsa azon diakok érdeklédé-
sét, akik meg tudtak oldani a feladatot. Segitségiikkel kell a tobbi didkot ravezet-
ni a megoldasra ugy, hogy lehet6leg ¢k fedezzék fel, igy sikerélményhez jussa-
nak.

A tandr kérdései, instrukcidi csak a k6zos munka keretét adjak, ezen beliil a
gyerekek 6nalld, alkotémunkét végeznek. Ok haladnak 1épésrél 1épésre, nem
kész valaszokat kapnak.
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Talan az a legszerencsésebb, ha a tanar a kovetkezd instrukciét adja: Foglal-
juk kozosen tablazatba az dsszefliggéseket! Milyen allatok vannak és milyen jel-
lemzokkel?

A tablara a kovetkez6 tablazat keriilhet:

kacsafej

disznofej

kacsalab

disznolab

Osszes lab

A kezddpont megtalaldsa is fontos lehet. Meghatarozhatja a probalgatasok
rendszerét, a tovabbi [épéseket.

Kérdés: Mennyi lehet maximalisan (minimalisan) az allatok labainak szama?

Ugyanez a ravezetés elhangozhat oldottabb formaban: Megszamoltam a la-
bukat, ilyen sok labuk nem is lehet.

A tablazat kiindulopontjat (els6 oszlop) kozosen toltjiik ki:

kacsafej 1
diszndfej 6
kacsalab

disznolab 24
Osszes lab 26

Innen a gyerekek 6nallé6 munkaval megtalalhatjak a megoldast. A kész tabla-
zat a kovetkezd:

kacsafej 1 2 3 4

disznofej

kacsalab 2 4 6 8

disznélab 24 20 16 12
Osszes lab 26 24 22 20

A megoldas tehat: 4 kacsa és 3 diszn6 van az udvaron.

|59



| Kovéacs Gabor

60 |

A tovabblépés lehetséges modjai: Biztos, hogy nincs mas megoldas? Az dsszes
lehetséges megoldas vizsgalataval a megoldaskeresés teljességének igényét ala-
kitjuk ki.

A valasz kozos pontositasa utan, nevezetesen, hogy a disznok szaménak
csokkentésével csokken az allatok labanak szama, rogzithetjiik, hogy az elébb
megtalalt megoldds az egyetlen.

A kovetkezd 1épés szintén nagyon fontos. A didkokban fontos kialakitani az
elemzés igényét, illetve készségét. Hogyan lehetett volna egyszertibben megol-
dani a feladatot? A kiindulépontbdl egy lépésben hogyan juthattunk volna a
végeredményhez? A gyerekek varhatéan megfogalmazzak, hogy ha a diszndk
szama eggyel csokken, akkor a labak szama kettdvel, vagyis 8 lab csokkenéshez
4 disznofej csokkentés sziikséges.

Egy lehetséges, masik megoldasi modszerrel az egyenletrendszert készitjiik el6.
Esetlegesen felmeriilhet a gyerekek korében is, de ha nem, akkor a tanar a kovet-
kezd ravezet6 kérdésekkel iranyithatja a felfedezést.

A gyerekek még nem tanultdk az egyenletek megoldasat, de tapasztalatom
szerint a valtozok bevezetését, az egyenletmegoldashoz sziikséges mérlegelvet,
ha nem is a maga teljességében, de megértik.

Ha minden 4llatnak 4 Idba lenne, akkor dsszesen 4x7 = 28 14b volna. Mivel
8 labbal kevesebb van, ez a kacsak szamanak kétszeresét adja. (Kacsanként két
minusz 1ab.)

[rjuk le ezt algebrai eszkdzokkel: x — a kacsdk széma, y — a disznok szdma. Ha
a fejek szamara vonatkozo 6sszefiiggést az x + y = 7 egyenlettel irhatjuk le, akkor
4x + 4y = 28. A labak szamat 2x + 4y = 20 Osszefiiggés adja.

Hasonlitsuk dssze a két egyenletet: a két bal oldal kiilonbsége 2x, a két jobb
oldalé 8.

Akkor ez a két mennyiség egyenld, azaz 2x = 8, de ekkor x = 4.

A megoldas tehat 4 kacsa, és ebbdl kovetkezben 3 diszno.

Befejezé lépés: Egy hasonl6 feladat 6nallé megoldasaval rogzitjiik az algorit-
must.

Példaul: Cs6vezeték épitéséhez nyolcméteres és 6tméretes csoveink vannak,
Osszesen 25 darab. Melyikbdl hany darabot kell felhasznalnunk egy 155 mé-
ter hosszu vezeték épitéséhez?

(A feladat a nyolcadikosok kozponti felvételi vizsgajan volt kittizve.)

A feladat fejlesztése szamelmélet felé:
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A rendérok triciklitolvajokat iildéznek biciklin. Hany triciklit loptak el, ha
Osszesen 10 kerék vesz részt az iildozésben? (Zrinyi-versenyfeladat.)
A)0 B)1 C)2 D)3 E)ennyiadatbdl nem meghatarozhatd.

A Zrinyi-feladatoknal csak egy helyes valasz lehet (szemben a Bolyai-verseny
feladataival).

A megoldas igy a B, C, D vélaszok kiprobalasa lehet.

Vezessiik vissza az el6z6 feladat megoldasi modszerére! Készitsiink tablaza-
tot!

Mivel az 0sszes kerekek szama adott, induljunk ki ebb6l. Hany triciklit lop-
hattak el?

Az el6z6 feladatnal targyalt médon juthatunk el a megoldashoz.

tricikli 1 3
triciklikerekek 3 9
biciklikerekek 7 4 1
bicikli 2

Az els6 és harmadik oszlopban a biciklikerekek szama paratlan, tehat ez a
megoldas nem lehetséges.

A feladat szamelméleti megoldasat 8. osztalyos szakkoron ajanlom. Ebben a
korban mar igényként megfogalmazddik a gyerekekben, hogy absztrakt médon,
algebrai egyenlettel oldjuk meg a feladatot.

Legyen x a rendérok szama, y a tolvajok szdma.

Ekkor a kerekek kozotti osszefiiggésta 2x + 3y =10 egyenlet adja.

Ha atrendezziik az egyenletet: 3y =10-2x
Alakitsuk szorzatta a jobb oldalt: 3y =2(5-x)
2(5-x)
y= 3

Ha y pozitiv egész szam, akkor (5 - x)-nek 3 tobbszorosének kell lennie. Mi-
vel x is pozitiv egész, ezért (5 — x) csak 3 lehet. Ebbél x = 2, valamint y = 2 kovet-
kezik.

Tehat 2 rendo6r iild6z 2 tolvajt.
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A fentihez hasonlo, de lényegesen nehezebb szdamelmeéleti feladat az aldbbi:
A téglalap oldalai pozitiv egész szamok, teriiletének mérészama haromszorosa a
kertiletének. Mekkorak lehetnek az oldalak? (Varga Tamas-versenyfeladat.)

Ha a és bjeloli a téglalap oldalait, akkor a feladat feltételének megfelel 6ssze-
figgést az

axb =6(a + b) egyenlet irja le.

Bontsuk fel a zarojelet, és redukaljuk nullara az egyenletet!
axb-6a-6b=0

Emeljiink ki a-t az els6 két tagbol:

a(b-6)-6b=0

Hogy a bal oldal szorzatta alakithato legyen, noveljitk meg 36-tal mindkét ol-
dalt, és emeljiink ki —6-tot a masik két tagbol.

a(b-6)-6(b-6) =36,
(a-6)(b-6) =36.

Mivel a és b pozitiv egész, (a — 6) és (b - 6) is az, ezeknek 36 osztdinak kell
lenniiik.

36 pozitiv osztoi: 1, 2, 3,4, 6,9, 12, 18, 36.

Foglaljuk tablazatba a lehetséges megoldasokat: Feltehetjiik példaul, hogy az
a rovidebb oldal, esetleg a = b.

a-6 1 2

b-6 36 18 9 6
a 7 8 10 12
b 42 24 15 12
k 98 64 50 48
t 288 192 150 144

Tehat négy kiilonboz6 téglalap van, melyek teljesitik a feltételeket.
A feladat masik lehetséges megoldasat a 9. osztalyban (miiszaki tagozat) a li-
nearis tortfiiggvények témakorének targyalasahoz ajanlom.

ab = 6(a + b) egyenletbdl a zardjel felbontasaval és 6a kivonasaval kapjuk
ab - 6a = 6b egyenletet.
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Alakitsuk szorzatta a bal oldalt!
a(b-6)=6b
Osszuk be mindkét oldalt b — 6-tal! [(b - 6) nem lehet 0.]

6b
a=——
b-6

Mikor lehet egész szam a jobb oldalon szerepl6 kifejezés?
Hozzuk transzformalt alakra a linearis tortfiiggvényt!
6b =619—36+ 36 36

a= = =0+ .
b-6 b-6 b-6 b-6

(b - 6) 36 osztoja.
Innentdl a megoldas megegyezik az el6zével.

Zsiga bacsi udvaran kacsak és disznok vannak, az dllatoknak 6sszesen 7 fejiik
és 20 labuk van. Hany kacsa és hany diszno lehet?

I1. megoldds

Modszer: egyenlet
Evfolyam: 8.

Helyszin: tanora

Tanari attittd: kozvetlen iranyitas

A tandri feladat itt az alkalmazandé algoritmus pontos megtanitasa frontalis
munkaval, direkt kérdésekre adando, egyszerti valaszok segitségével.

Foglaljuk tablazatba az adatokat! Milyen allatok, milyen jellemzokkel szere-
pelnek a feladatban? Hany sor és oszlop szerepeljen?

diszno kacsa

fej
lab

Jeloljiik x-szel a disznok szamat! Ha dsszesen 7 éllat van, mennyi a kacsak
szama? Hany laba van x disznénak? Hany laba van (7 - x) kacsanak? Hany labuk
van Osszesen?
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diszné kacsa
fej X 7-x
lab 4x 2(7-x)

[rjuk fel a 1abakra vonatkozé dsszefiiggést, egyenlettel:
4x+2(7-x) =20

Bontsuk fel a zarojelet! x+14-2x =20

Vonjunk 6ssze a bal oldalon! 2x+14 =20
Meérlegelv alkalmazasa. 2x =6
x =3

Megoldads: 3 disznd, 4 kacsa van.
Ellenérzés: 3 disznénak 12 laba, 4 kacsanak 8 laba, dsszesen az allatoknak tény-
leg 20 laba van.

Masodik lépés: Ugyanilyen algoritmusu feladat. Cél: az algoritmus rogzitése, el-
mélyitése. Tazziik ki 6nall6 munkara!

Csévezeték épitéséhez nyolcméteres és Gtméretes csoveink vannak, 6sszesen
25 darab. Melyikb6l hany darabot kall felhasznalnunk egy 155 méter hossza

vezeték épitéséhez?
otméteres nyolcméteres
darab X 25-x
hossz 5x 8(25 - x)

5x+8(25-x) =155
5x+200-8x =155
-3x+200 =155
-3x =-45

x =15
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Megoldds: 15 darab 6tméteres és 10 darab nyolcméteres csovet kell felhasznal-
nunk.

Ellendrzés: 15 darab 6tméteres cs6 75 méter, 10 darab nyolcméteres cs6 80 méter,
osszesen (75 + 80) 155 méter.

III. megoldds

Modszer: egyenletrendszer
Evfolyam: 9.

Tanari attitad: kozvetlen iranyitas
Helyszin: tandra

Zsiga bacsi udvaran kacsak és disznok vannak, az dllatoknak 6sszesen 7 fejiik

és 20 labuk van. Hany kacsa és hany diszno lehet?

A tanari szerep az el6z0 esethez hasonld, direkt kérdések, rovid, egyszerti va-
laszok sziikségesek. A megoldasi algoritmus rogzitése: szerencsés, ha a kiillonbo-
28 szoveges feladatoknal a tanar ugyanugy épiti fel a megoldast, amennyiben le-
hetséges, ugyanazokat a kérdéseket feltéve.

Kérdés: Milyen valtozé mennyiségek szerepelnek? Jeloljiik a disznok szamat x-
szel, a kacsak szamat y-nal!

Kérdés: Milyen jellemz8ik vannak? Irjuk fel a fejek, illetve a lébak szémdra vo-
natkozo Osszefliggéseket!

x+y =7
4x+2y =20

Oldjuk meg a felirt egyenletrendszert!
Cél: az egyik ismeretlen kikiiszobolésével egyismeretlenes egyenletet kapjunk.
Milyen médszerek vannak?

+ Behelyettesité modszerrel: Az els6 egyenletbdl kifejezziik y-t: y =7 - x
A masodikba helyettesitve: 4x + 2(7 - x) = 20 egyenletet kapunk.
Ezzel a feladat megoldasat visszavezettiik az el6z6 esetre.

« Egyenl6 egyiitthatok mddszerével: Egyszerisitsiik a masodik egyenletet
2-vel:
2x+y =10
x+y =7
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Vonjuk ki az els6bdl a masodik egyenletet!
x=3

A masodik egyenletbdl: y = 4.
Ellendrzés: A 1abak szama: 4x3 + 2x4 = 20.
Tehat 3 diszno és 4 kacsa van az udvaron.

o Grafikus megoldas: A feladat esetleg a linearis fiiggvények témakorének
targyalasakor is kittizhet6 8. osztalyban.

Jeloljiik x-szel a diszndk szamat.
Hogyan valtozik x fiiggvényében a kacsak szama?

f(x)=7-x

A kacsak labainak szama hogyan valtozik x fiiggvényében? Mivel minden disz-
nénak négy laba van, vonjuk ki ezt a mennyiséget a labak szamabol: 20 - 4x.
Vezessiik vissza a kacsak szamanak valtozasara a kacsak labainak valtozasat!

g(x)=10-2x

Mindkét fliggvény ugyanazt az Osszefiiggést irja le, nevezetesen, hogyan fiigg
a kacsak szama a diszndk szamanak valtozasatol.

Abrazoljuk a két fiiggvényt kozos koordinata-rendszerben! Mennyi a ten-
gelymetszet értéke? Mekkora a meredekség? (1. dbra)

18 = f(x)
164 g(x)
14
12
10 %
8
6
4—4 S
2
0 =
-4 -3 2 A 0 1 2 3 4 5
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Hatdrozzuk meg a metszéspontot! A metszéspont koordinatdi: M(3, 4).
Ertelmezziik a megolddst: A metszéspont elsé koordinataja (3) a diszndk szdma,
a masodik a kacsak szama (4).

2. feladattipus - Széls6érték-szamitas

Kiindulé feladat:
20 méter drot segitségével mekkora lehet a maximalisan bekerithet6 téglalap
teriilete?
Masképp megfogalmazva: Adott keriileti téglalapok koziil melyiknek legna-
gyobb a teriilete?

I. megoldds
A feladat a masodfokau fiiggvények ismerete nélkiil érdekességként 8. osztalyos
szakkoron is elévehetd.

Ehhez egyszertsitsiik ugy a feladatot, hogy a téglalap oldalai pozitiv egész
szamok. Igy a feladat véges sok eset vizsgalatara egyszertisodik.

Az adott keriilet 20 m. Jel6ljiik b-vel a téglalap hosszabb oldalat!

Ekkor: a + b =10.

Készitsiink tablzatot a teriiletvaltozasrdl az oldalak fiiggvényében! (Onéllo
munka.)

1 2 3 4 5
7 6 5
t 9 16 21 24 25

Ertelmezziik a tabldzatbol nyert eredményt!
Megoldas: az adott keriilett téglalapok koziil a négyzet teriilete a legnagyobb.

Algebrai eszkozokkel is megmutathaté a megoldas. Cél: a sejtés egzakt bizo-
nyitasa.

Szakkoron, versenyeken felhasznalhatd, Uj eljarasokat is érdemes tanitani.
A tablazat ugyanis sugallja, hogy minél kisebb a két oldal kiilonbsége, annal na-
gyobb a teriilet.

Otlet: Ha a keriilet negyede 5 cm, akkor legyena=5-x, és b =5 + x.
Ekkor a teriiletre: t = ab = (5 - x) (5 + x) = 25-x2.
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A teriilet akkor maximalis, ha x minimalis, azaz x = 0. Ekkor a = b = 5. A téglalap
négyzet.

A megoldas nem hasznalja a feltételt, azaz nem csak pozitiv egész oldalakra tel-
jestil.

A feladat tovdbbi dltaldnositdsa lehet:
Adott keriilet(i négyzetnek vagy kornek nagyobb a teriilete?

LY
Megoldds: ha k keriileti négyzet oldala a = S, akkor a teriilet = (%) = f—6 .

2 2
Ha k keriilet(i kor sugara r = LS , akkor a teriilet 7 = L P
2 2 4
A két kifejezés szamlaléja megegyezik, a nevezdk koziil a kor teriiletének neve-
z6je a kisebb, tehat a kor teriilete nagyobb a négyzet teriileténél.

20 méter drot segitségével mekkora lehet a maximalisan bekerithetd téglalap
teriilete?

Masképp megfogalmazva: Adott keriiletd téglalapok koziil melyiknek legna-
gyobb a teriilete?

I1. megoldds
A 10. osztalyban tanéran, a masodfoku fiiggvények témakorében szintén meg-
oldhat¢ a feladat.
Jelolje a és b a téglalap oldalait, akkor k = 2(a + b) =20, azaza + b=10. (Ezlesza
kiindulépont, a feltétel.)

Fejezziik ki b-t az a segitségével: b =10 - a.
A téglalap teriilete: t = ab = a(10 — a) = —a? + 10a. (A teriiletméro fiiggvény egy-
valtozos, masodfokau fiiggvény.)

Hatdrozzuk meg a masodfoka fiiggvény szélsGértékének helyét!
Az eljaras a teljes négyzetté kiegészités lesz. Lépései:
1. Emeljiink ki -1-et (f6egytitthato, ha ez nem 1): —(a?-10aq).

2. A zarojelben szerepld kifejezést irjuk fel teljes négyzetként: —[(a -5 )2 - 25]
3. Bontsuk fel a szogletes zardjelet: (a-5)2+25.
Ertelmezés: A masodfoku fiiggvénynek maximuma van, a helye a = 5, értéke
ab =25.

Tehat a maximalis teriilet(i téglalap oldalai: a = 5, b = 5, tehat négyzet. A maxi-
malis teriilet 25.
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A feladat dltalanositdsa lehet:
20 méter hosszusagu drottal bekerithetd téglalapnak mekkora lehet a maxi-
malis teriilete, ha egyik oldalaval egy hazfalra illeszkedik?

Vajon itt is négyzet a maximalis tertilete?
A feltétel 2a + b = 20. (Az oldalak kozotti szimmetria megvaltozik!)
Az el6bbi mddszer szerint fejezziik ki b-t: b =20 - 2a.

t=ab=a(20 - 2a) = -2a2 + 20a.

Hatdrozzuk meg a fiiggvény szélséértékét teljes négyzetté valo kiegészités-
sel:
-2a2 +20a =-2(a?>-10a) = n.

~2a" +20a = -2(a’ ~10a) = -2[(a -5) - 25] = —(a-5) +50.
Tehata =5 és b =20 - 2a = 10. (Nem négyzet!) A maximalis teriilet: 50.

20 méter drot segitségével mekkora lehet a maximalisan bekerithet6 téglalap
teriilete?

Masképp megfogalmazva: Adott keriiletti téglalapok koziil melyiknek legna-
gyobb a teriilete?

III. megoldds

A masodfoku egyenletek tanitasanal is visszatérhetiink a fiiggvények szélséérté-
kére.

Hatdrozzuk meg az f(a) = —a? + 10a fliggvény szélséértékhelyét!

Hatdrozzuk meg ehhez a fiiggvény zérushelyeit! (Masodfoku egyenlet gyokei.)

-a2+10a=0

Alakitsuk szorzatta a konstanshianyos masodfoku polinomot!
a(-a+10)=0.

A szorzat akkor lehet nulla, ha valamelyik tényez6 nulla.
a,=0¢ésa,=10.

A két zérushely szimmetrikus a parabola szimmetriatengelyére, amely a szél-
s6érték helyén atmend y tengellyel parhuzamos egyenes.

Algebrai megkozelitésben a szimmetria azt jelenti, hogy a szélséérték helye a
két zérushely szamtani kozepe (atlaga).
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a+a, 0+10
2 2

5.

as=s

Abban az esetben, ha nincs zérushelye a fiiggvénynek, akkor is meghataroz-
hatjuk a széls6érték helyét.
Az el6bbi gondolatmenetben szerepld gyokok atlaga emlékeztet a Viete-for-

mulékban szerepl6 6sszegre, vagyis x, +x, = ——, ahol a a f6egyiitthatd, b az els6-

a

els6foku tag egyiitthatdja a masodfoku egyenlet altalanos, 0-ra redukalt alakja-
ban. Ezek az egytitthatok akkor is 1éteznek, ha nincsenek valés gyokok. (A Viete-
formulak komplex gyokokre is érvényesek.)

A széls6érték helyét igy meghatarozhatjuk. u = —2£.

a
20 méter drot segitségével mekkora lehet a maximalisan bekerithetd téglalap
teriilete?
Masképp megfogalmazva: Adott keriileti téglalapok koziil melyiknek legna-
gyobb a teriilete?

IV. megoldds
A szélséérték-feladat megoldasara felhasznalhat6 a szamtani és mértani kozép
kozotti osszetiiggés:

a+b2\/£‘

2

Két nem negativ valos szdm mértani kdzepe nem nagyobb a szamtani koze-
piiknél. Az egyenléség akkor teljesiil, ha a két szam egyenld. (A 10. évfolyam
tanorajan a tételt be is bizonyitjuk, illetve megmutathatd, hogy a mértani kozép
valdban kozépérték, azaz nem kisebb a kisebb, és nem nagyobb a nagyobb szam-
nal.)

a+b
2

Ez az érték pontos fels6 korlatja a mértani kozépnek, azaz n maximalis értéke
5. A maximalis értéket akkor kapjuk, ha a = b, vagyis a téglalap négyzet.

A teriilet fiiggvény: f (a,b) =ab-= (\/;)2 .

A nem negativ valds szamok halmazan az x? fliggvény szigoriian monoton
novekvd, azaz a nagyobb szam négyzete nagyobb. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy
ab ott maximalis, ahol +/ab maximalis.

Itt a feladat feltétele: k = 20, azaz =5.
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Tehat a megoldas: a maximalis teriilet 25, és ez a = b = 5, azaz a négyzet esetén
teljesiil.

Tovabbi feladat lehet:
Mutassuk meg, hogy egy pozitiv szam és reciprokanak dsszege nem lehet kisebb,
mint 2!

a+—=2.
a

e 1

2=2-,’a-lsa+l.
a a

Ebbél kovetkezik az 4llitas.

a

A szamtani és mértani kozép kozotti osszefiiggés gyakran felhasznalhatd
versenyfeladatok esetén, ahol egy 0sszeg als6 korlatjat kell meghatarozni.

2=2‘1fa~lsa+l.
a a

Példaul: Mutassuk meg, hogy a kovetkezd kifejezés értéke nagyobb, mint /24!

VSx-4-x7 ‘logzy‘ \/%
X X

Megoldas: Vizsgaljuk meg a kifejezés értelmezési tartomanyat!
y>0és y = 1,tovabbd 5x—4-x*=20 és 4x-3-x*>0

A masodfoku egyenl6tlenségeket megoldva 1 < x < 4, illetve 1 < x <3 ad6dik.

A két logaritmust vizsgalva: log 2 =
Y log, y
Mivel kéttagu dsszeg alsé korlatjat kell meghataroznunk, hasznéljuk a szam-
tani és mértani kozép kozotti osszefiiggést:

‘log 2‘
— — 2‘ —y =
ot o S

=\/m"log2y‘+ 1 =2 \/m

flog, y|Vax-3-x*  \Vax-3-x°




| Kovéacs Gabor

72|

Alakitsuk szorzatta a gyoktényezds alak segitségével a masodfoku kifejezése-
ket. A kozos gyok miatt lehet egyszer(siteni:

i/—(x—l)(x—4) =i/x-4
—(x-D(x=-3) Vx-3

Vizsgaljuk meg a kifejezés értékét a megadott értelmezési tartomanyon: (1 <x < 3)

x-4_(x-3-1_x-3 1 1

x-3 x-3 x-3 x—3= x-3

Ekkor -2 < (x - 3) < 0, akkor
x_
24,ﬂ >24/1+l =24{/§
x-3 2 2
i/ﬂ=4,/24-§=24\ﬁ.
2 2

Ezzel bizonyitottuk, hogy a megadott kifejezés minden esetben nagyobb, mint

V24 .

20 méter drot segitségével mekkora lehet a maximalisan bekeritheté téglalap
teriilete?

Masképp megfogalmazva: Adott keriiletd téglalapok koziil melyiknek legna-
gyobb a teriilete?

V. megoldads
Széls6érték-feladatok a 11. évfolyam fakultacids csoportjaban is elokeriilnek a
differencialszamitas témakorében.

Derivalhat6 fiiggvények esetén a szélsGérték létezésének sziikséges feltétele,
hogy az értelmezési tartomany adott helyén a derivalt figgvénynek zérushelye
legyen.
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A feladat esetén feltétel: a + b= 10. Ezért b= 10 - a.
fla) =a(10 - a) =-a2 + 10a

f(a)=-2a+10

f(a)=0 —2a+10 =0
-2a =-10
a =5

Tehata=5,b=10-a=5.
t"(a) = -2, tehat a figgvénynek tényleg maximuma van.
A maximum értéke: t = ab = 25.

A differencialszamitas lehet6vé teszi, hogy mas, masodfokutdl kiilonbozé fiigg-
vények szélsGértékét meghatarozzuk.

A feladat dltalanositdsa lehet:
Adott térfogatt hengerek koziil melyiknek minimalis a felszine?

Az adott térfogat legyen 2. Ekkor V =r2mm =27
Ekkor r2m = 2.

Fejezztik ki innen m-et! m = %
,

A felszin: A(r) =2r’m+ 2rmm = 2r’m + 4ryri2 =2r'm+ 47{1.
r r

A derivalt fiiggvény: A'(r) =dar - 4”%.
r

Zérushely: 4mr - 4ni2 =0.
r

Osszunk be 47-vel: r = iz
r

Innen: 3 =1.

r=1m=2.

A széls6érték értéke: A =2 + 4w = 671.
(A mindség: minimum, mert r > 1 esetén A'(r) > 0, mig r < 1 esetén A'(r) <0,
vagy A"(r) > 0).
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Tovabbi dltaldnositds lehet:

Geometriai témaju szélsdérték-feladatban szerepelhet trigonometrikus kifejezés
is, ha a valtoz¢ valamilyen szog.

Példaként tekintsiink egy felvételi feladatot a korabbi évekbdl:

Egy r sugaru félkorbe téglalapot rajzolunk ugy, hogy ennek egyik oldala a fél-
kor atmérdjén fekiidjon, két masik csicspontja pedig a koriven. Mekkorak

lehetnek az oldalai a legnagyobb tertilet (keriiletd) ilyen téglalapnak?

A megoldashoz készitstink abrat! (2. dbra)
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¥ " a2
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Ar |
1§ I.
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|
I 14 s
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| f a
|
|G o L D F
£ L L L
-5 -4 -3 -2 -1 9 1 2 3 4 5

2.dbra

Ha a félkor kozéppontja (O), a koriven levé cstcstdl (A) r tavolsagra van. Le-
gyenek a téglalap oldalai a és b, valamint jel6lje ot a b oldal és OA szogét.
Ekkor a =rsin a és b =2r cos c.

A teriilet: t = ab = rsin a 2r sin o= 2r?sin a cos o.
Mivel r rogzitett, a teriilet akkor maximalis, ha sin a cos o maximalis.
sin2 o maximumértéke 1, és a = 45°.

V2

a=—r ¢és b=A+2r.
2

A maximalis tertlet ¢ = 72,
Akertletk=2(a+b) =2 (rsin o+ 2r cos o) = 2r (sin ot + 2 cos ).

A kertilet akkor maximalis, ha sin o + 2 cos o kifejezés maximalis.
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A kifejezés atalakitasahoz hasznaljuk fel az a sin o + b cos a = c trigonometrikus
egyenlet megoldasakor hasznalt un. faziseltolast (11. évfolyam, fakultacio).

Emeljiik ki az egyiitthatok négyzetosszegének négyzetgyokét!

\/g(%sinou%cosa).

A zaréjelben szerepl kifejezés sin(a + §) azonossag, mertha cosf = %, ak-
5

kor sinpf = i, igy a kifejezés sin ot cos 8 + cos asin f=sin (a + f3).

sin (o + f) maximalis értéke 1, ezért sin a +2 cos S maximalis értéke: \/g .
A kertlet maximalis értéke: k = 2r\/g .
A téglalap oldalai: a=rv5 €és b= 45,

3. feladattipus — Korok érintéi

Korokkel kapcsolatos ismeretek minden évfolyam anyagaban szerepelnek. E16-
szOr a ponthalmazok témakorében, majd a Thalész-tétel, erre épiilve a latokor és
a hasonldsag fejezetében.

Az algebrai eszkozrendszer kiépitése nem koveti a geometriai ismereteket,
ettél elmarad, ezért geometriai targya szamolasi feladatok nem szerepelnek kel-
16 sullyal.

A 11. évfolyamon a koordinatageometria témakore lehetdséget adna arra,
hogy az eddigi geometriai ismeretek, sszefiiggések dsszegzését adjuk. Ez féleg a
fakultacios csoportban lehet hasznos, ahol nem elsésorban a szamolasi készség
fejlesztése a cél, hanem a geometriai szemlélet fejlesztésével, a feladatokat tobb
megoldasi modszerrel megoldva 6sszefoglaljuk, rendszerezziik, szintetizaljuk az
eddigi geometriai ismereteket. Ezenkiviil a geometriai feladatokkal nagyon jol
fejleszthetd az algoritmizald, problémamegoldd képesség.

Ebben a részben a fenti célt ugy probalom megvalositani, hogy a kiindulo fel-
adat paramétereit valtoztatva Gj probléma jo6jjon létre.

Kiindulé feladat:
Egy szogtartomanyban adott egy P pont. Rajzoljunk kort, mely athalad a
ponton, és érinti a sz0g szdrait! (A feladat Polya Gyorgyt6l szarmazo, klasszi-
kusnak szamité feladat.)
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I. megoldds
Szerkesztéssel, a kozéppontos hasonldsag témakorében. 10. évfolyamon, tan-

oran.

A tandr 1épésrdl 1épésre vezesse az osztalyt, ezzel felépitve, illetve hangsulyozva
az algoritmust. A szerkesztés menetének kozos felirdsa egyuttal az algoritmus
Osszefoglalasa. A szerkesztés végrehajtasa mar ,,technikai” feladat.

Mit neveziink kornek? Mi hatdrozza meg a keresett kort?

A kozéppontjat és sugarat kell meghataroznunk.

Elemezziik a feladat feltételeit! Hol helyezkedik el a keresett kor (k) kozép-
pontja (C)? Mi azon pontok halmaza a sikon, melyek egy szog szaraitol
egyenld tavolsagra vannak?

A keresett ponthalmaz a szogfelez6 egyenes (f), melynek minden pontjara
teljesiil a feltétel.

Valasszuk ki koziilitk a megfelel6t! Milyen kapcsolatban vannak a korok
egymassal?

Egy tetszélegesen valasztott kor (k') a keresett korrel (k) kozéppontosan
hasonld, a hasonlosag kozéppontja a szog csticsa (O).

Hogyan adhatunk meg egy kozéppontos hasonlésagot? Mi hatdrozza meg
a hasonlésag aranyat?

Egy megfelel6 pontpart kell meghatarozni. Melynek targypontja a meg-
adott P pont?

Mi metszi ki a tetszélegesen megadott korbdl (k) a P-t? Milyen kapcsolat
van O, P és P'kozott?

A P'az O és P altal meghatarozott félegyenesen van (p).

Hogyan lehet meghatarozni a keresett kor (k) kozéppontjat (C)? Milyen
kapcsolat van CP és képe, C'P’ egyenesek kozott?

Egyenes és képe parhuzamos, ha nem illeszkednek a kozéppontra.

Foglaljuk ssze a szerkesztés menetét!

1.

Szogfelezd egyenes megszerkesztése (f).

. Szarakat érint0 tetszéleges kor megszerkesztése (k).

2
3.
4

P’meghatdrozasa. P'a k'kor és p egyenes (O, P) metszéspontja.

. C meghatdrozasa. A szogfelez6b6l a P-n dtmend C'P-vel parhuzamos

egyenes metszi ki.

k kor megrajzolasa (3. dbra).
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3.dbra

Diszkusszié: A feladatnak két megoldasa van, mert p egyenes két pontban metszi
k>-t.

II. megoldds: Koordinatageometria

Hatdrozzuk meg a P (1, 2) ponton atmend koordindtatengelyeket érint6 kor
egyenletét!

[rjuk fel a kor kozépponti egyenletét!

(x-u)?+(y-v)?=r?

Mi a mértani helye a tengelyeket érint6 korok kozéppontjainak?
A két szogtelezd egyenes.
Adjuk meg a szogfelez6k egyenleteit!

y=yx, illetve y = —x.

Adjuk meg a kor kozéppontjanak koordinatait, ha a kor a tengelyeket érinti,
kozéppontja az els6 sik negyedben van, és sugara r!

C(r,r).
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[rjuk fel a koordinatatengelyeket érintd olyan korok egyenletét, melynek ko-
zéppontja az elsé sik negyedben van!

(x-1r2+(y-r2=r

Feladatunk az r paraméter meghatdrozasa. Hasznaljuk fel, hogy P illeszkedik
akorre.

1-r2+Q2-r2=r
Oldjuk meg a masodfoku egyenletet! Hany megoldas varhat?
1-2r+r2+4-4r+r* =12
r2-6r+5 =0
r,=1ésr,=5.
Két kor 1étezik, egyenletiik: (x - 1)2+ (y - 1)2=1és (x - 5)2 +(y - 5)2 = 25.
A feladat fejlesztése: 6nallo munkara.

1. feladat:

Egy egységsugaru kor érinti a derékszog két szarat. Mekkora a sugara azok-
nak a koroknek, melyek érintik a derékszog két szarat és az adott kort?

vagy

Adott korcikkbe szerkessziink kort, amely érinti a szog szarait, illetve a hata-

rol¢ korivet!

A megoldds gondolatmenete: Az érintési pont a szogtelez6 és az adott kor (kor-
iv) metszéspontja. Az érintési pont meghatarozasaval visszavezettiik a feladatot
az elézore.

2. feladat:

Hatdrozza meg annak a kornek az egyenletét, amely az x? + y2 = 25 egyenlet(i
kort a P (4, 3) pontban kiviilrél érinti, és érinti az abszcisszatengelyt!

A feladat sikgeometria eszkozeivel is megoldhato. (Akarcsak az el6z6.)
Készitsiink abrat! (4. dbra)
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4.dbra

Az adott kor kozéppontja C (0, 0), a kozos pont P (4, 3), és annak az x ten-
gelyre esé vetiilete P’ (4, 0) alkotta haromszog, hasonld a C (0, 0), a keresett kor

kozéppontja K (u, r), és vetiilete K’ (u, 0) alkotta haromszoggel.
Képezziik a megfelel oldalak aranyat!

A két utdbbi kifejezés egyenléségébdl meghatarozhaté r:

5r=3(r+5)
2r=15
r=7,5.

r meghatdrozasa utan u is meghatarozhato:
LINUIE TS

4 3

A keresett kor egyenlete: (x — 10)2 + (y - 7,5)2 = 56,25.
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3. feladat:
Az (x-5)2+ (y - 12)? = 169 egyenlett kor 10 abszcisszaju pontjaiban huzott
érint6k mely pontban és milyen szogben metszik egymast?

Készitsiink abrat! (5. dbra)
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5.dbra

Hatdrozzuk meg az érintési pontokat! A kor és az x = 10 egyenes kozos pont-
jait!

(10-5)2+ (y-12)2=169

(y-12)2=144

y-12=12vagyy-12=-12

y=24vagyy=0
A két érintési pont: A(10, 24), illetve B (10, 0).
A keresett metszéspont (M) illeszkedik az y = 12 egyenlett egyenesre.

A kor kozéppontja C (5, 12), az egyik érintési pont (A) és a metszéspont (M) de-
rékszogl haromszoget alkot.
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A haromszognek ismert az egyik befogdja AC = r = 13, valamint az atfogora
esé merdleges vetiilete CT = 10 - 5 = 5. [rjuk fel a befogétételt: AC =+/CM - CT,

azaz 13=+5-CM

CM = % =33,8 M abszcisszdja CM + 5.

Tehat M (38,8; 12).

Az érinték fél szoge a CMA derékszogli haromszogbdl szogfiiggvénnyel
meghatarozhato:

sina = % =0,3846 «a=22,62°

’

Az y =12 egyenes szimmetriatengely, ezért az érinték hajlasszoge: 2a = 45,24°.

Megjegyzés: Az érintdk szogét vektorok skaldris szorzatanak segitségével is meg-
hatarozhatjuk:

CA(5.12)=n, ¢  CB(5-12)=n,.
A skaldris szorzat a koordinatak szorzatanak osszege: 5-5+ 12 - (-12) =-119.

sina = 13 0,3846 [=134,76°.
33,8

’

A keresett sz0g a szog kiegészitd szoge, azaz a = 45,24°.

4. feladat:
Az x2+y2=4ésaz (x-8)%+(y - 5)? =9 egyenlett kor kozéppontjat osszeko-
t6 szakasz mely pontjabdl htizhat6 kozos érintd a két korhoz? Irja fel az érin-
tok egyenletét!

Készitstink pontos abrat! (6. dbra)
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6. dbra

Az abra elemzésébdl lathato, hogy a két kozéppont tavolsaga (\/82 +5° =4/89 )

nagyobb, mint a két sugar dsszege (5), tehat a két kornek léteznek kozos belsé
érint6i. Masrészt lathatd, hogy az egyik keresett érint6 az x tengellyel parhuza-
mos, y = 2 egyenletii egyenes. (Az elsé kor legnagyobb ordinataja pontjanak [0,
2] ordinataja megegyezik a masodik kor legkisebb ordinataju pontjanak (8, 2]
ordinatdjaval. Az ilyen tulajdonsdgu pontokban az érinté ,vizszintes”.)

A keresett pont a korok kozéppontjait 6sszekotd (centralis) egyenes, illetve a
fenti érinté metszéspontja.
A centralis iranyvektora helyvektor (8, 5). Az egyenlete 5x — 8y = 0.

16

5x-16=0 x=

A metszéspont tehat: M (?, 2).

A metszéspont a korok kozéppontos hasonlosagat felhasznalva is meghata-
rozhato.
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A hasonlésag ardnyanak abszolut értéke a sugarak aranya: W = %

A keresett M (m,, m,) pont a korok kozéppontjait 6sszekotd szakaszt tehat

2:3 aranyban osztja:
3-:0+2-8 16 3:0+2-5
m=———=— m,=———=2.
5 5 5

A masik érint6 meghatarozasahoz tekintsiik az érinté iranyszogét!

Ha a centrélis egyenes iranyszogét o jeloli, akkor valtdszogek egyenlGsége
miatt ez a sz0g az érint6k hajlasszogének a fele. Mivel a masik érint6 vizszintes,

ezért a keresett érintd iranyszoge is 2o
5
Ekkor m=1ga = § Ezért tg2a= Zigx 4 _ 5.4 - @
8 1-tg°a l—é 4 39 39
64

A masik érintének ismert egy pontja: M (?, 2), meredeksége: m = %

Az adatokat behelyettesitve az y — y, = m (x - x,) egyenletbe: y-2 = %(x - E)

5
80 256
y-2=—x—-—
39 39
80x -39y =178.

Egy masik modszerrel, paraméteresen is meghatarozhatjuk az érintéket: Az
16 . - 16 s
M ?,2 ponton atmend Osszes egyenes y—2=m|x — < alakban irhato.

(Kivéve az y tengellyel parhuzamos egyenest, melynek nincs meredeksége, de ez
itt nem megoldas.)

Az érintéknek és az egyik kornek (példaul: x2 + y? = 4) egy kozos pontja van.
Ezért az egyenleteikbdl képzett masodfokd egyenletrendszernek, és a beldle
adodo6 masodfoku egyenletnek egy valds megoldasa van. (Diszkriminans nulla.)

2
x2+(m(x—§)+2) =4

|83
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, 256

X+m’xP-Zm x+—m2+4mx—ﬁm+4=4
5 25 5

(1+m2)x2+ 4m—gm2 x+§m2—6—4m=0.
5 25 5

2
Az egyenlet diszkriminansa: (4m - 35—2m2) - 4(1 + mz) : (%m2 - gm) =0.

5
2
Egyszer(sitve 16-tal: m—Sm —(1+m2)- & 10,020
5 25 5
m2—§m3+ﬁm4— ﬁmz—Em+ﬁm4—Em3 =0
25 25 5 25
_—39m2+§m=0
25 5
m; =0 2=£,
80
S . 80 16

Tehat az érintok egyenletei: y = 2 y—2=£ x—? ,azaz 80x — 39y = 178.

Megjegyzés: Ha az érintGszakasz hosszat is meg kell hatarozni, akkor a geo-
metriai szerkesztés elvét hasznalhatjuk.

2
A Pitagorasz-tétel segitségével: J89 = (2 + 3)2 +e’.
Ebbdle = 8.
Felvételi feladat:
Két egymast kiviilrdl érintd kor sugara R, illetve r. Adja meg a kor sugarainak

tiggvényeként a két kor kozos belsé érintéjének a kozos kiilsé érinték kozé
esd szakaszat!

Készitsiink abrat! (7. dbra)
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A két kozéppont tavolsaga: R + . A fentihez hasonldan (R + )2 = (R-r)2 + €2.

e’ =4Rr, e=2VR"r.

A centralis egyenes szimmetriatengely, masrészt a kiilsé pontbol huzott érintd-
szakaszok hossza egyenld, ezért a bels6 érinté kozos kiils6 érint6k kozé eso sza-
kaszanak hossza egyenld a kiils érintdszakasz hosszaval.
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4. feladattipus — Sorozatok

A szamsorozatok témakorét a tantervben kiilon fejezetként, csak az altalanos is-
kola, illetve a kozépiskola utolsé évfolyaman tanitjuk. Ugyanakkor a témanak
nagyon fontos szerepe van a versenyeken és a kozépiskolak kozponti felvételi-
jén. Szakkoron kiemelt fontossagu fejezet, mert nagyon jol fejleszthetd segitsé-
gével a gyerekek problémafelismerd, analogizalo képessége, valamint a kreativi-
tasuk.

A fejezetben egy-egy példan keresztiil a sorozatok ezen sokréti alkalmazasat
szeretném bemutatni.

I feladat:
Az 1,2, ...,9 szamok felhasznaldsaval készits blivos négyzetet, ahol a sorok-
ban, oszlopokban és atlokban szerepld szamok dsszege megegyezik!

A feladatot altalanos iskolai szakkorre javaslom. Célszerti csoportmunkara
kittizni, a tanuldk tanari ravezetés nélkiil, egymassal egyiittmitikodve probaljak
megoldani a feladatot (kooperativ tanulasi mddszer).

Ha valamelyik csoport elkésziilt, ne a megoldast ismertesse, hanem ravezetd
kérdést fogalmazzon meg a tobbiek szamara! (Lényeglato képesség.)

Példaul: Melyik szam keriiljon kozépre? Melyik mez6 a kulcsfontossagu?
Mennyi az 6sszeg?

Idedlis esetben a csoportok tobbsége eljut a megoldashoz, igy sikerélmény-
hez jut. A megoldas utan fontos az 6sszegzés, illetve az altalanositas. Ezt a lépést
a tandr iranyitasaval tegyék, szerintem célszer(i vazlatpontokba szedve a tablan
végezni.
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1. Iépés: Melyik szam keriiljon kozépre? 5

2.1épés: Mennyi lesz az dsszeg? 15

3.1épés: Milyen szamparok képezheték? 1-9,2-8,3-7,4-6

4.1épés: Hova kertiljenek a paros (paratlan) szamparok? parosok a csticsok-
ba

5.1épés: Hany megoldds van? szimmetria

Altaldnositds: Mennyi a kétjegy(i pozitiv egész szimok dsszege?
(Gauss-modszer)

Hasznald az el6z6 feladatban szerepld szimmetriat!

Mennyi az elsé és utolsé tag dsszege?

Hany ilyen szam van?

Megoldds:

Ha az elsdt az utolsdval, a mdsodikat az utolso elbttivel adom 0Ossze stb., az 0sz-
szeg mindig 109 lesz.

Osszesen 90 darab szam (100 - 10) van, ez 45 szdmpart jelent.

A keresett 0sszeg tehdt 109x45 = 4905.

Mutassuk meg, hogy ha kilenc szam szamtani sorozatot alkot, akkor készit-
hetd ilyen blivos négyzet! (Példaul az els6 9 pozitiv paros szam esetén.)

Utoébbi feladat lehet 6nalléo munka, vagy hazi feladat.

A matematikai tehetség azonositasa, kivalasztasa specialis teszttel torténik,
de a célt jol szolgalhatjak az IQ-tesztek is. Ezek a tesztek nagy szamban alkal-
maznak sorozatos feladatokat.

2. feladat:

Az abran egy 5x5-0s négyzet lathatd. Hany négyzetet latsz 6sszesen az abran?
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A feladat megoldasa a fent leirtaknak megfelelGen.
Kezdetben 6néllé munka.

Masodik fazis: Segit6 kérdések
Milyen kiilonb6z6 oldalt négyzetek képezhetdk?
Hanyféleképp lehet kivélasztani példaul két oszlopot?
Hanyféleképp lehet kivalasztani hozzajuk két sort?
Osszesen hdny 2x2 négyzet van?

Harmadik fézis: K6zos 0sszegzés (Irjuk kozosen!)

1.1épés: 25 darab 1x1 kis négyzet van.

2.1épés: Vizsgaljuk meg a 2x2 négyzetek szamat! Az oszlopok koziil kiva-
laszthatjuk a szomszédosakat, a jobb fels6 sarka lehet: 2., 3., 4., 5.
oszlopban.

3.1épés: A jobb alsé sarka lehet: 2., 3.,4., 5. sorban.

4.1épés: Osszesen 4x4, azaz 16 ilyen négyzet lathato.

5.1épés: Altalanositas: Hasonléan az el6z6hoz a jobb felsd sarka 3., 4., 5.
oszlop, és ugyanez igaz a sorokra. Osszesen 3x3 = 9 négyzet van.

6.1épés: Végeredmény: Az Osszes négyzet 25+ 16+9 +4 + 1 =55.

Megjegyzés: A megoldas altalanosithatd nxn négyzetre is.

n-\n+l)-(2n+1
Itt Osszesen 1° +2% +...+n’ = ( )6 ( ) négyzet van.
Utobbi képlet helyességét teljes indukcids bizonyitassal lathatjuk be.

(12. évfolyam)

Egy Varga Tamds-versenyfeladat (2010):
Az aldbbi szimharomszog minden soraban, az ott lathaté szamokat szoroz-
zuk Ossze (az els6 sorban a szorzat 1), és az igy kapott szorzatokat az elsé sor-
ral kezdve adjuk 6ssze! Van-e olyan sor, ahol az addig kapott szorzatokat 6sz-
szeadva 1-nél nagyobb négyzetszamot kapunk?
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Megoldds:

1. 1épés: Hatarozzuk meg az elsé ot szorzatot!
1, 6, 120, 5040, 360 360

2. 1épés: Milyen Osszefiiggés allapithaté meg a szorzatok sorozata kozott?
Mit tudok megallapitani a kovetkezd szorzatrdl?
A szorzatok a 3. elemtél kezdve nulldra végzédnek. Igy a kovetkezd elem is.

Indoklds: Ha a tényez6k kozott van ottel oszthato (ha 6t vagy annal tobb tényezd
van, akkor az egymast kovetd szamok kozott mindig van), akkor mivel 1étezik a
tényezék kozott paros szam, ezért a szorzat 10 tobbszordse, tehat a szorzat nulla-
ra végzodik.

(Hasonl6 probléma: 30! hany nullara végzédik?)

3. lépés: Mi kovetkezik ebbdl az 6sszegekre?
Az 6sszegek mindig hétre végzddnek, mivel az 6sszeg végzddését csak az els6 két
sor valtoztatja.

4. lépés: Végzédhet-e egy négyzetszam hétre?
Nem, tehét a feladat megoldasa: Nem lehet ilyen sor.

Indoklds: A négyzetszamok végzidését tekintve 0, 1,4, 9, 6, 5,6, 9, 4, 1, 0 soroza-
tot kapunk. A kétjegyt vagy esetleg tobbjegyti négyzetszamok végzddése is ilyen
sorozatot kovet.

Egy ab kétjegyli szam 10a + b alakban irhato fel, ennek négyzete: (10a + b)? =
=100a? + 20ab + b2.

Azaz a kétjegyl ab szam négyzetének végzédése megegyezik b négyzetének vég-
z6désével.

Megjegyzés: Hasonloan mutathaté meg, hogy az egyjegyt k, illetve (10 - k) vég-
z6dése is megegyezik.

Ugyanezen szamcsoport esetén masképp is kittizheto a feladat.

Egységes érettségi feladatgytjtemény I. kotet (1529): Egyforma golyokat he-
lyeziink el az asztalon haromszog alakban: az els6 sorban egyet, a kovetkezo-
ben kett6t, majd a kovetkezd sorban harmat stb.

[rjuk fel a hdromszoget a golydk sorszamainak segitségével!
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a) Hanyadik sorba kertil a 30. goly6?
b) Hany golyodra van sziikség ahhoz, hogy a hatarolé haromszog oldala 10
golyobol alljon?

Megoldas:

a) A szamcsoportot megvizsgalva megallapithatjuk, hogy ha » a sorok sor-
szama, akkor a sor utolsd elemének sorszdma a szdmtani sorozat elsé n
tagjanak Osszege.

Példaul: S, =1+2=3,5,=1+2+3=6,5,=1+2+3+4=10stb.

Ezért ha 30 lenne az n. sor utolsé eleme, akkor 30 = 1+_n ‘n

n2+n-60=0

—-1x+1+240 -1=x15,52

n
12 2 2

n, = 7,26 n, negativ

Mivel a sorozat pozitiv szamokbdl all, ezért az 6sszegsorozat szigortian mono-
ton novekvo.
Tehat a 30. goly6 a 8. sorban van. (Nem az utolséban.)

1+10 1555,

b) A fentiek alapjan a 10. sor utolso eleme:

Mivel a hatosztalyos kozponti felvételin is Iényeges szempont a matemati-
kai képesség mérése, illetve a matematikai tehetség azonositasa, ezért itt is
szerepelnek ,,sorozatos” feladatok.

A sorozat altalaban rekurziv és ciklikusan ismétl6do.
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Példaul 2007/3. feladat
Dixi még 2006-ban kezdett el egy olyan programot futtatni a szamitégépén,
amely egy sorozat tagjait irta egymas utan. A kezd6 szam 2006 volt. Az Gjabb
tagot mindig ugy kapta, hogy az el6z6 tag szamjegyeinek a haromszorosait
Osszeadta. Dixi 2007 tagot iratott ki egymas utan, igy egy sokjegyl szamot
kapott.

a) Melyik szamjegy all a 25. helyen?

b) Melyik szamjegy all a 100. helyen?

¢) Melyik szamjegy all a 2007. helyen?

d) Hany darab 2-es szamjegy fordul el6 6sszesen a leirt 2007 szamban?
e) Hany szamjegy marad meg Osszesen, ha a ketteseket kitoroljiik?

Megoldds felépitése:
1. 1épés: A képzési szabaly alapjan irjuk fel a sorozat elemeit addig, mig is-
métl6do elemeket nem kapunk!
2. lépés: Fogalmazzuk meg az ismétlédés szabalyat!
3. 1épés: Valaszoljunk a kérdésekre!

Megoldds végrehajtdsa:
1. 2006, 24, 18,27,27,...
2. A sorozat elemei a 4. tagtol kezdve ismétlédnek. Az ismétlddés 8 szam-
jegy utan kezdddik, a paratlan helyeken 2, a paros helyeken 7 4ll.
3. a,2;b,7;¢,2;d,2006 (csak egy szamban nem szerepel a 2); e, 2010 (az el-
s6bdl 3, a harmadikbol 2, a t6bbibdl 1).

Hasonlo feladat a nyolcadikosok kdzponti felvételi dolgozatabol: (2009/7)
Itt a sorozat szamtani sorozat. (A tananyagban igy nem szerepel.)
Egy rajzzal megadott sorozat elsé harom tagjat latod (8. dbra).

J )
= J O
-C: ' :-.I ':} ';:' ':-; -:-' :\-.-.-' '5:' :;] i.:_'] l.:: i '_: L) :__.
o G i
{0 )
|
1 2. 3

8.dbra
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a) Milyen szabaly szerint novekszik az egymast kovetd tagokban a korok
szdma?

b) Hany korbél all a sorozat 5. tagja?

c) Hany korbdl all a sorozat 100. tagja?

d) A sorozat hanyadik tagjanak lerajzolasahoz kell pontosan 49 kor?

Megoldas:
a) A sorozatban néggyel n6 a korok szdma (szamtani sorozat).
b) A sorozat 5. tagja 5x4 + 1 =21 korbdl all.
c) Hasonldan 100. tag 100x4 + 1 =401 [a, = a;+(n - 1)xd]
d) nx4 +1 =49 egyenlet megoldasa
4n =48 Vegyiik ki a kozépsé kort.
n =12 Egy-egy oldalon 12 kor lesz. (Ez a 12. alakzat.)

Egyetemi felvételi feladat a korabbi évekbdl (Rekurziv megadasut sorozat):
Melyek azok az an mértani sorozatok, amelyekben a, =0, és minden pozitiv
. . 1 16sé0 érvénves?
egészszémraaz q = g<a"+2 - an+1) egyenldség érvényes?
Megoldas:
e e a a
A mértani sorozat definicidja miatt: Znxl _ n_+2(= q).

Innen a’ =a -a
n+l

n n+2"

1
Ebbe helyettesitve a feltételt: a’ = c (an+2 -a, ) a

6-a° +a a a’ =0.
n+l n+2

nl“ne2

Ha az egyenletet beosztjuk a,, , ,-gyel, és rendezziik:

2
M) _(“n_n)_6=o
a a

n+l n+l

Ugyanakkor % =q.

n+l

Tehatg?>-g-6=0.

Az egyenlet gyokei: q; =3 és g, = -2.

Mindkét megoldas helyes. (Az els6 elem nincs rogzitve.)
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A mértani sorozat lehetdséget ad példaul negyedfokd, szimmetrikus egyiitt-
hatéju egyenlet megoldasanak attekintésére. (Korabban, a 10. évfolyamon is
szerepelhet.)

Osszefoglald feladatgytijtemény (3575): Az (an) mértani sorozatban a, + a5 +
+4a5 =63, a, + a, = 30. Melyik ez a sorozat?

Megoldds:
[rjuk fel az elemeket két ismeretlen, a, (esetleg a,) és g segitségével a definicid
alapjan!

a +ag>+a,g*=63 a,q+a,q*=30.

Alakitsuk szorzatta a, kiemelésével az egyenleteket, majd osszuk el dket egy-
massal!

a, (1+ q +q4) 63

Az egyszerusitések és a tort eltdvolitasa utdn redukaljuk nullara:
10g* - 21>+ 10g% - 21q + 10 = 0.

Osszuk végig g>-tel:

10q2—21q+10—2+m=0.

q9 q

Csoportositsuk a tagokat:

10(q2+1+i2J—21(q+1)=0.
q q

Ha (q+l)=x, akkor x? =q2+2+i2,tehét q2+1+i2=x2—1.
q q q

10(x2-1) - 21x=0
10x2-21x-10=0

.- 21x441+400 21+29
12 20 20
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> 2, ezért x, nem megoldas.

-3

(Szam és reciprokanak Osszege, az 9sszefiiggés bizonyitasa: pl. szamtani és mér-
tani kozép kapcsolataval. Lasd szélséérték-feladat.)

Ha xl=— q+l=§
2 qg 2
2¢>-5q+2=0
5+4/25-16 5+3
hmTT Ty
1
=2 =—.
q, q, >

Innena,(q+¢®) =30 Hag=2 4,(2+8)=30 a,=3.

1 11
Ha q=5 a1(5+§)=30 a, =48.
A sorozat elemei: 3, 6, 12, 24, 48, illetve 48, 24, 12, 6, 3.

A 12. évfolyam fakultacios csoportjaban tanitjuk a mértani sor fogalmat,
illetve a sorozatok hatarértékét, konvergenciajat. Hasznos lehet altalanos iskola-
soknak szakkoron foglalkozni (jatékosan) a témakorrel, mert nagyon jol fej-
lesztheti a gyerekek szemléletét. A szemlélet kialakitdsa fokozatos, a probléma-
kor megnyithatja a kaput az algebrabdl az analizis felé.

Bevezet6 feladatnak Zenon paradoxonjat javaslom, Akhilleusz és a tekn6s-
béka versenyfutasarol:

(Szabadon elmesélve): Mivel Akhilleusz gyorsabb, mint a teknds, ezért a ver-
senyben el6nyt ad. Hidba fut azonban gyorsabban, mire megteszi az eredeti-
leg koztiik levo tavolsagot, addigra a teknés megtett valamennyi utat. Mire
megteszi ezt a tavolsagot, a teknds ujabb utat tesz meg. Mivel ez igy folytato-
dik a végtelenségig, sohasem éri utol.

Mivel latszolag hibatlan a gondolatmenet, és a gyakorlat ellentmond, ezért
nevezziik paradoxonnak.
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Hol hibés a gondolatmenet?
Lehet-e végtelen sok pozitiv szam 0sszege véges?

Példaul: Mennyivel egyenl6 a kovetkezo végtelen tagu 6sszeg?

1 1 1

—+—+—+..

2 4 8

Megallapitjak, hogy az dsszegek sorozata szigoruan monoton névekvd, de le-
het-e feliilrél korlatos?

Erdemes egy, a tabldra felrajzolt egységszakasszal szemléltetni az dsszeget.

[gy 6nélloan is megéllapithatjak, hogy a keresett 6sszeg 1.

Feladat onallé munkdra:
Egy 1 cm oldalu négyzet szomszédos oldalainak felez6pontjait kossiik 0ssze!
A kapott négyzettel ismételjiik meg a fenti eljarast, aztan az igy kapott négy-
zettel Gjra és igy tovabb. Ha az eljarast végtelen sokaig folytatjuk, mekkora
lesz a keletkez végtelen sok négyzet teriileteinek dsszege?
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5. feladattipus — Kombinatorika, valészin(iség-szamitas

A fejezet a kétszint(i érettségiben 6nallo teriiletként szerepel.

Tanitasa problémas: az alapfeladatok utan hogyan, milyen iranyban, milyen
modszerekkel épithet6 fel a témakor? Mit kérjiink szamon? Ehhez igazan sem a
tankonyvek, sem a feladatgytijtemények nem adnak Gtmutatast.

Szerintem a témakdr masodik részének tanitasat tanoran is a tehetséggondo-
zasnal gyakran alkalmazott, igynevezett kooperativ tanulds modszerével érde-
mes felépiteni. Ez az ajanlas egyarant vonatkozhat a 10. évfolyamra, illetve a 11.
évfolyam fakultacios csoportjara.

Az els6 részben az alapfeladatok tanitasa, szamonkérése torténhet a ,,hagyo-
manyos” modszerrel. Cél a sziikséges ismeretek, az ,eszkoztudas” megszerzése.
A rész zaruljon szamonkéréssel. Utdna szervezziink az osztalybdl inhomogén
csoportokat. Készitsiink feladatlapot, amit a csoportok 6nalléan oldanak meg,
majd az 6ra masodik felében ismertetik a megoldast. Legyen hazi feladat is, a fel-
adatlapon szerepl6khoz hasonlito problémakbol.

A kooperativ tanulds 1ényege, hogy kozosen oldjak meg a feladatot. A feladat
ismertetését egy, a tanar altal kijelolt gyerek végzi. Az értékelés a csoport egytit-
tes értékelése. A folyamatban a gyerekeknek egyiitt kell dolgozniuk, a gyengéb-
beknek is érteniiik kell a kdzos megoldast, hiszen a csoport értékelése mulhat
ezen. A hazi feladat elkészitése is kozos feleldsséggé valik. Ugyanakkor fontos
szakmai szempont, hogy koriilbeliill ugyanazt a munkamennyiséget végezzék el,
mint a frontalis munkamddszerrel.

A tanar szerepe itt sokkal dsszetettebb. Tobb és tobbféle munkat igényel,
ugyanakkor a valtozatos munkaformak a gyerekek szdmara érdekessé tehetik a
témakort. Célszert el6bb szakkoron és a fakultacios csoportban kiprobalni.

A fejezetben a kiindulé 1épésekre, illetve egy lehetséges utolsé orara szeret-
nék egy-egy otletet bemutatni.
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Kombinatorika

1. feladat: (Nyolcadikosok kdzponti felvételijébdl)

Pista bacsi a kertjében 6t helyre két salatat és harom paprikatovet tervez.
Hanyféle kiilonb6zé mddon teheti ezt meg, ha a két paprika nem keriilhet
egymas mellé? Rajzold le a lehetséges megoldasokat!

1. megoldads: elemi titon
A megoldasok felsorolasat konnyiti, ha logikailag rendezziik az egyes eseteket!
Példaul irjuk fel a paprikaagydsok sorszamat mint kétjegyt szamokat!

13 PBS,BS,S
14 PBS,S,PBS
15 PBS,S,S,P
24 S,PS,PS
25 §,BS,S P
35 S§,S,BS,P

Tehat 0sszesen 6 eset lehetséges. A feladat szerepe a nyolcadikosoknal, hogy az
otletszer felsorolast utdlag rendszerezziik. Igy biztosithaté a megoldds teljessé-
ge, hogy egy eset se maradjon ki, és konnyebben megtalaljuk az 6sszes megol-
dast.

A feladat 10. évfolyamon a kombinatorika eszkozeivel is megoldhato.

2. megoldds:

Tekintsiik az 9sszes olyan megoldast, melyben két paprika és harom salata szere-
pel.

A probléma 6t elem olyan ismétléses permutacidja, melyben két, illetve harom
elem ismétlodik.

A feltétel alapjan 4 esetet zarunk ki. (A szomszédos elemek: 1-2, 2-3, 3-4,4-5.)
Tehat az 6sszes megoldds szama: 6.

A képlet alkalmazasa roviditheti, egyszertsitheti a feladat megoldasat.
Ugyanakkor sziikség lehet a tapasztalatra, probalgatasra, a képlet kizardlagos al-
kalmazasa veszélyes.



| Kovéacs Gabor

98|

A feladat azért lehet érdekes, hogy bemutassuk: két adott szamu, ismétl6dé
elem esetén a kombinacid és ismétléses permutacié egymasnak megfeleltetheto.
A fenti képlet megtelel 6t elem masodosztalyu (harmadosztalyu) ismétlés nélkii-
li kombinacidjanak.

C?= > =i=10
> 2] 3121

A probléma azért lehet kivalasztas, mert példaul a paprikak helyének kiva-
lasztasaval megadtuk az Gsszes esetet, a tobbi helyre keriilnek a salatak.

2. feladat:

Adott 6t szam: 1, 2, 3, 4, 5 esetén hany olyan haromjegyti szam irhat¢ fel, ahol
a) van két megegyez0 szamjegy,
b) a harom kiilonb6z6 szamjegy novekvo sorrendben koveti egymast?

Megolds:

a) Ot elem harmadosztalyu ismétléses és ismétlés nélkiili varidciojanak kii-
16nbsége:

!
53—%=125—60=65.

A varidcios képleteket rajz segitheti.

Hazi feladat lehet:
Hany olyan haromjegyt(i szdm van, melynek pontosan két ugyanolyan szamje-
gye van?

b) A megoldas 6t elem harmadosztalyt ismétlés nélkiili kombinacidja, hi-
szen harom kivalasztott szam esetén csak egy jo (a névekvd) sorrend léte-
zik, azaz nem Kkivalasztas és rendezés (variacid), hanem csak kivalasztas

(kombinécid):
| .
C53= 5 =L=ﬂ=1o'
3/ 231 2

A példa a variaci6 és kombinacio osszefliggése miatt lehet érdekes.
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3. feladat:

Egy 9 lépcsébdl allo 1épesésoron hanyféleképp lehet felmenni, ha egyszerre
egy vagy két 1épcsot 1éphetiink?

1. megoldds:

Az els6 1épcsore egyféleképp, a masodikra kétféleképpen léphetiink (vagy egy-
bdl, vagy az els6 1épcséfokrol). A harmadik 1épcséfokra vagy az elsérdl, vagy a
masodikrol, azaz 6sszesen 1 + 2 = 3-féleképpen. Lathatd, hogy egy adott 1épcsé-
fokra vald 1épések szamat a két alatta levé Osszege adja.

Ez a rekurziv megadas a Fibonacci-sorozat megadasa. a, ., =a, +a,, ;.

Itta sorozat: 1,2, 3,5, 8,13, 21, 34, 55. Tehat 55-féleképp léphetek fel a 9. 1épcs6-
fokra.

2. megoldds: Kombinatorikus eszkozokkel

Az utat megtehetjiik: 9 egyes, 7 db egyes, 1 db kettes, 5 db egyes, 2 db kettes, 3 db

egyes, 3 db kettes, 1 db egyes, 4 db kettes 1épéssel.

Az egyes esetekben a lehetdségek szamat példaul a kettes 1épések sorszdma adja.
Ez kilenc elem kiilonb6z6 kombinacidja (ismétléses permutacioja), azaz

I s

Tehat 55-féleképp léphetek fel a 9. Iépcséfokra.
Hazi feladat: Egy konvex sokszog oldalainak és atldinak 6sszege 45. Hany oldala
a sokszog?

Ha csak elemi uton oldjak meg a feladatot, meg lehet mutatni, hogy (ﬁ) is adja
a keresett Osszeget. 2

Valészinliség-szamitas
A fejezet tanitasanak utolsé orait szervezhetjiik kooperativ tanulasi modszer se-
gitségével. Cél: a nehezebb feladatok megoldasa. Erre szeretnék példakat, lehetd-

ségeket mutatni. Els6sorban a fakultacios csoportok részére.
Egy-egy csoport a megoldas egy-egy részletét dolgozza ki.
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1. feladat: (Frolich: 15 probaérettségi matematikabol)

Egy régioban bekovetkezett madarpusztulasért 3 ipari vallalat: a Fiist, a
Szmog és a Korom Kft. tehet6 feleldssé. A mérgezdanyag-kibocsatas eloszla-
sa: a Fist Kft. 26%, a Szmog Kft. 44%, a Korom Kft. 30%. Mérések szerint az
egyes lizemek mérgezdanyag-kibocsatasa esetén a madarpusztulas valoszi-
nusége: a Fust Kft.-nél 0,3, a Szmog Kft. esetén 0,5, a Korom Kft.-nél 0,2.

a) Mekkora a madarpusztulas teljes valdszintisége?

b) Mekkora birsagot rojon ki a birdsag, ha az elhullott madarak értéke 30

milli6 forint?

Megoldds:
P(M)=0,3%0,26+0,5x% 0,44 + 0,2 x 0,3 =0,078 + 0,22 + 0,06 = 0,358.
A madarpusztulas valdszintsége: 35,8%.

P(F /M) = 0,078
0,358

’

=0,2179

A birsag 6sszege: 30 000 000 x 0,2179 = 6 537 000 (Ft).

Pz My=222
0,358

’

=0,6145

A birsag 6sszege: 30 000 000 x 0,6145 = 18 435 000 (Ft).

P(KIM)= 0,06
0,358

’

=0,1676

A birsag 6sszege: 30 000 000 x 0,1676 =5 028 000 (Ft).
2. feladat:

10 alkatrészbol 4 hibés. Az ellenérzés soran 3 alkatrészt valasztanak ki. Mek-
kora a valdszintisége annak, hogy a kivélasztottak koziil k hibas (k =0, 1, 2,
3),ha

a) azalkatrészeket egyszerre, visszatevés nélkiil,

b) kiilon-kiilon, a megvizsgaltat visszatéve
valasztottak ki?

Megoldas:

=120.

.. , 10 10! 10-9-8
a) Az oOsszesesetszama: | — |[=——=
3 713! 6
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A kedvezd esetek szama:

6! 6-5-4
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k=0esetén |2 |- == -20. P(k= )=£=1=0,167
3 3131 120
! !
k=lesetén [2)[2) 0. 2094 o ple-1)- 01 s,
2 4' 2' 3‘ 2 120 2
k =2 esetén § i =6-£=36. P(k= )=£=i=0,3.
1)\2 2 120 10
k =3 esetén i = ( = )=i=i=0,03
3 120 30
. e s .y i 6 3
b) A jo6 alkatrész kivalasztasanak valoszintisége: 075
A rossz alkatrész kivalasztasanak valdszintsége: 4. 2
. 10 5
k=0 esetén: 3 _2-0 216.
5 125
2
k =1 esetén: 3102 2 =3-2-2 4 ,432.
1)\5) \5 25 5 125
2
k=2 esetén: i . E . z =3 E-i=£=0,288
2)\5) {5 525
2\ 8
k=3esetén: |=| =—=0,064
5 125
3. feladat:

Két dobokockaval dobunk. A nyeremény a dobott pontok &sszege. Mennyi
legyen a jaték dija, ha a szervezd haszonkulcsa 20%?

Megoldads:
Egy-egy dobas valdszintisége: %

A dobott 6sszeg: 2 (1+1),

RS
akkor a valoszintiség: %
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A dobott 6sszeg: 3 (1+2,2+1), akkor a valdszintiség: % = %
A dobott 6sszeg: 4 (1+3,2+2,3+1), akkor a valdszintiség: % = %
A dobott 6sszeg: 5 (1+4, 2+3, 3+2,4+1), akkor a valoszintiség: 34_6 = é .
A dobott 6sszeg: 6 (1+5, 2+4, 3+3,4+2, 5+1), akkor a valdszintiség: % .
A dobott 6sszeg: 7 (1+6, 245, 3+4, 4+3,5+2,6+1), akkor a valoszintiség: % = é .
A dobott 6sszeg: 8 (2+6, 345, 4+4, 5+3, 6+2), akkor a valdszintiség: %
A dobott 6sszeg: 9 (3+6,4+5, 5+4, 6+3), akkor a valdszintiség: 34_6 = é
A dobott 6sszeg: 10 (4+6, 5+5, 6+4), akkor a valdszintiség: % = %
A dobott 6sszeg: 11 (5+6, 6+5), akkor a valdszintiség: i = i
36 18
A dobott 6sszeg: 12 (6+6), akkor a valdszintiség: %

A nyeremény varhato értéke:

i-2+i-3+i-4+i-5+i-6+£-7+i-8+i-9+i- +£-11+L-12=
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
=i-14+£-14+i.14+i.14+i-14+£.7=14-M+7-£=
6 36 36 36 36 36 36
=14-£+7-£=§=7'
36 36 36

A jaték dija: 7x1,2 = 8,4.

A varhaté érték meghatarozasa logikai uton is lehetséges, mert egy elemi ese-
ménynek definialhaté a komplementer eseménye. Példaul 2-3 esetén 5-4, azaz
x, yesetén7 —x,7 - y.

Igy a nyeremény az aritmetikai kozepiik (atlaguk) lesz, 7.

A feladat fejlesztésének lehetdségei:
Cél: A fenti szimmetria megbontasa.
1. A szervezd a két dobas szorzatat fizeti ki nyereményként. Mennyi legyen a
jaték dija?
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2. A szervezd a két dobds Osszegét fizeti ki nyereményként, de csak akkor
nyer a jatékos, ha hatost dob az egyik kockaval. Mennyi legyen a jaték di-
ja?

A feladatra felépithetd feladat:
Egy lottoszelvény dra 200 Ft. A mult héten a nyeremények a kovetkezék vol-
tak:

Ot talalat - nem volt
négy talalat - 1500000 Ft
héarom talalat - 15000 Ft
két talalat - 1000 Ft

Mekkora volt a varhato veszteség egy szelvényen?

Megoldds:
El6szor szamitsuk ki az egyes esetek valdszintségét!
4)\1 .
P(k=4)= _285 425 __ 5 4,00000967.
90 90!  90-89-88-87-86 43949268
85!-5! 120

(85) 5.4 85-84

(5

3 2] 5 5 :

P(k=3)= -2 2 _10-3570 = 0,0008123.
(90) 43949268 43949268

5
(5)(85) 5-4 85-84-83
2 A .
P(k=2)= . -2 6 _10-98770 _ ) 02247364,
(90) 43049268 43949268
5

A varhat6 nyeremény értéke:
1 500 000 x 0,00000967 + 15 000 x 0,0008123 + 1000 x 0,02247364 =
=14,4+12,18 + 22,47 =49,05.
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A PROGRAM RESZLETES TEMATIKAJA

1. oszlop 2. oszlop 3. oszlop Az ellenérzés—értékelés | Atematikai egységen-
A tovébbképzés tematikai egysé- A megfeleld Azismeret- tematikai egységenként | kéntifoglalkozasok és
geinek megnevezése; a tematikai tematikai hordozok, (ahol erre sziikség van) munkaformak érainak
egységek, résztémak, altémak egységek- tananyagok, szama
megnevezése; a legkisebb tematikai | heztartozé | segédeszkozok,
egység tomor tartalmai kifejtése modszerek, | taneszkozok, 4. oszlop 5.0szlop | 6.0szlop | 7.oszlop
munkafor- eqyéb, a tani- A’z eIIe’n(?E'- A’z értéke- | Elmélet | Gyakorlat
mak éstevé- | tashozszik- | 26SMOdja- | lesszem-
kenységek séges targyi ) nak rowld pontjainak
megnevezé- | eszkdzok meg- Ismertetese meg-
seéstdmdr | nevezése ésa nevezese
jellemzése tartalomra is
utal6 jellemzé-
se a tematikai
egységekhez
tartozé munka-
formanként
1. ALAPFOGALMAK A TEHETSEG « El6adas Flipchart (1 db) | Azelhang- | Pontos 1 0
FOGALMAHOZ és filctollak zottak fogalom-
1.1. A tehetségmodellek (4 szin) Osszefog- hasznélat
csoportositasa lalé jellegui
A nagyszamu tehetségmodell cso- megyvita-
portositasi lehetéségei a koztik levd tasa
hasonlésagok, kiilonbségek alapjan.
A kapacités-, a kognitiv kompo-
nensek, a teljesitményorientélt és
a szociokulturdlis orientéltsagu
modellek jellemzéi
2.AZ ISKOLAI TEHETSEGGON- « Eléadas Flipchart (1 db) | A kis cso- A létre- 1 2
DOZAS FOBB MODSZEREI - Kis csopor- | és filctollak portos hozott
2.1. Gazdagitas, dusitas tos munka (4 szin) munka produktu-
Ezen beliil: a gazdagitas fogalmanak | (munkakor eredmé- mok belsé
ismertetése, a gazdagitasi modellek | szerinti bon- nyének logikéja és
bemutatdsa, a gazdagitas gyakorlati | tasban) bemutatdsa | szakmai
lehet6ségei az oktatasban életko- sordn meg- | mindsége
ronként és intézménytipusonként, figyelés
a gazdagitas tervezése a matemati-
ka teriiletén.
2.2. Gyorsitas « El6adas Flipchart (1 db) | A kis cso- Alétre- 1
A gyorsitas fogalma, fajtai életko- «Kis csopor- | és filctollak portos hozott
ronként és intézménytipusonként, tos munka (4 szin) munka produktu-
kutatasi érvek a gyorsitds mellett, (munkakor eredmé- mok belsé
iranyelvek a gyorsitas alkalmazésa- szerinti bon- nyének logikaja és
hoz, a gyorsitas tervezése a matema- | tasban) bemutatasa | szakmai
tika tertletén. soran meg- | mindsége
figyelés
2.3. Differencialas « Eléadas Flipchart (1 db) | A kis cso- A létre- 1 2
Ezen belil: A differencidlas alapjai «Kis csopor- | és filctollak portos hozott
a tanulé személyiségében, a diffe- tos munk (4 szin) munka produktu-
rencialas dltalanos eszkozei, a tehet- | (munkakor eredmé- mok belsé
ségek differencialt fejlesztésének szerinti bon- nyének logikéja és
problémai, életkoronként és intéz- tasban) bemutatasa | szakmai
ménytipusonként, a differencialas sordn meg- | mindsége
tervezése a matematika tertletén. figyelés
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3. A MATEMATIKAI TEHETSEG « Interaktiv Flipchart (1 db) | Beszamolok | « Elemzés
FELISMERESE, AZONOSITASA el6adas és filctollak meghallga- | szakmai
3.1. A matematikai tehetség «Feladatsor | (4 szin) és tasa, szébeli | minésége

fogalma elemzése PowerPoint értékelése
A tehetség sokszintiségének de- « Gyakorlat prezentacié
monstralasa: a tanuldsban tehetsé- paros mun-
ges gyerekek ismérvei, a médszerek- | kaformaban
ben, illetve a gondolkodasmodban
tehetségesek jellemz6i.
4. A MATEMATIKAI TEHETSEGFEJ- | - Interaktiv Flipchart (1 db) | Hozzészé- Adekvat
LESZTES MODSZEREI, STRATEGIAI | el6adas és filctollak lasok meg- | fogalom-
4.1. A tehetségfejlesztés szervezeti (4 szin) és hallgatasa hasznalat
formai PowerPoint
Kiilonos tekintettel az iskolai tehet- prezentacio
séggondozé programok differen-
cialt haladast biztosito stratégidinak
bemutatésara.
4.2. A problémamegoldas « Interaktiv Flipchart (1 db) | - Besza- - A feladat-
A kilonbozé feladattipusok el6adas és filctollak moldk meg- | sor funk-
jellemzéi, céliranyos alkalmazasuk. « Feladatlap (4 szin) és hallgatésa, cidinak
Tesztfeladatok, nyilt végui feladatok. | készitése PowerPoint értékelés valé meg-
Feladatsorok jellemzoi, szerkezete. kiscsoportos | prezentacio felelése
Latasmod és elemzikészség fej- munkafor-
lesztése. maban
4.3. Feladatsorok elemzése « Interaktiv Flipchart (1 db) | Besza- « Elemzés
Kompetencia tipusu feladatsorok el6adas és filctollak molok meg- | szakmai
(kozponti felvételi 6. és 8. osztalyo- « Feladatsor | (4 szin) és hallgatdsa, | minésége
soknak, érettségi). elemzése PowerPoint értékelés
Versenyfeladatsorok (feleletvélasztd | kiscsoportos | prezentacio
és feladatmegoldo feladatsorok) munkafor-

maban
4.4, A matematikaban kiemelke- - El6adas Flipchart (1 db) | «Hozzészo- | Adekvat
déen tehetségesek menedzselése és filctollak lasok fogalom-
Hazai mentorhalézat, korosztalyon- (4 szin) és hasznalat
kénti kutatomunkat segité béazisok. PowerPoint

prezentdcio

4.5. A tanari attitlid szerepe a te- - El6adas Flipchart (1 db) | «hozzész6- | Adekvat
hetségfejlesztésben «Onismereti | és filctollak lasok meg- | fogalom-
A lehetséges tanari modellek az teszt (4 szin) és hallgatasa hasznélat
Oravezetésben és a tanar-didk kap- | - Vita PowerPoint
csolatokban. prezentacio
5.SEGEDANYAGOK HASZNALATA | .Internetes | -Internet « Csoport- Onallésag
Az alkalmazhato feladatgyUjtemé- bongészés beszamolok
nyek, folyoiratok megismerése. A fel- | «Kis csopor- meghallga-
hasznélhaté honlapok megkeresése. | tos munka tasa

- Kézos « szbeli

0sszegzés értékelés




AZ INTEGRALSZAMITAS ES ALKALMAZASAI

A jegyzetnek ebben a részében egy eldadast irok le, amelyet a gimnaziumunk-
ban rendezett ,, Kossuth-hétre” készitettem, majd elhangzott 2009 6szén Pécsen,
a Vezet6tanarok Modszertani Konferenciajan.

Az el6adas célja annak bemutatasa, hogy hogyan lehet 6sszefoglalni az integ-
ralszamitasrol kozépiskolakban tanultakat, illetve hogyan és milyen iranyban le-
het kés6bb az egyetemen erre az alapra épitkezni.

Elsésorban 12. évfolyamos faktos gyerekek szamara késziilt, de ugy probal-
tam felépiteni, hogy az érdekl6do, alsobb évfolyamra jaré gyerekek is tudjak ko-
vetni a gondolatmenetet.

A felhasznalt segédeszkoz az aktiv tabla, amely segitségével az el6adas inter-
aktivva valhat, mert igy menet kozben is lehet beleirni, kiegésziteni a Power
Pointban késziilt diakat. Az el6adas utan pedig akar a tablakép, akar a diak ki-
nyomtathatok.

Az el6adas felhasznalhato a tehetséggondozasban is, mert az emelt szintd
érettségire felkészitd tehetséggondozo szakkoroket ilyen formdban lehet tartani.
Ilyen el6adas-sorozat egyik eleme lehetne az integralszamitasrol tartott eléadas.
Erre lenne igény a tanulok részérdl, és szervezhetd lenne a varos kozépiskolasai-
nak.

Az aktiv tabla hasznélatardl is érdemes lehet beszélgetni, mert varhatdan a
kovetkezd években az iskoldk egyre szélesebb koréhez jut el.

Az elbadds didi:



A matematikai tehetség fejlesztése |

[107

Terlletszamitas

Allitas: - b < 1
R L | | |
e — i | ) |': | i
L] " L]
Bizonyitas: ki kit LIPS A8 &
R [} td "
E_ b k=1 k1 E T, k+d
m & Il i T " i T "
I & ]
i & m
1.dia
Kévetkezmény:
i T=1
]
T=a
|
a
b T=ab
a

2.dia
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A parabolikus haromszog tertlete,
a hatdrozott integral
sp=T<S§,
F s i

fims, =lm o e e
R 3 ]unx,:l_tm.":-,:T:I_H.ﬂcb:
i w At Sl ) '
lim &5 = lim —
- el il 3

Definicié:
Az [a; b]-n értelmezett fliggvény Riemann-integralhaté az [a; b]-n,
ha als6 és felsé kozelité 6sszegének létezik hatarértéke, és a kettd
egyenld. Ekkor a k6z6s hatérértékeket a fliggvény hatarozott integ-
raljanak nevezziik. ;

3.dia

A parabolikus haromszog tertilete

Beirt téglalapok tertiletének 6sszege

.L-[].+: + v[.lT-“'-]-

| {a-l}nA2n-1}

1] ]

R TS |

fi’

4.dia
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A parabolikus haromszog teriilete

Korulirt téglalapok teriiletének 6sszege

= _1__.|:_'| N LRFReR

I melm+ ) (2m+1)

n' &

gt o+ |

Lt

5.dia
A hatarozatlan integral, mint
a felsé hatar fliggvénye
¢ s | r o2 x CA .

Integrélfiiggvény: Legyen az ffliggvény az[a; b]-n integrdlhaté és x € [a; b]. Ekkor

az Fixur J' {11 1de flggvényt fintegralfiggvényének nevezziik.

Primitiv figgvény: Legyen az f(x) fliggvény az [a; b]-n értelmezve. Az f(x) primitiv
fliggvénye olyan F(x) fliggvény, amelyre F(x) = f(x) minden
X € [a; bl-re.

Hatarozatlan integral: Az f fliggvény primitiv fliggvényeinek a halmazat az f hata-
rozatlan integraljanak nevezziik.

6.dia
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Newton-Leibniz-formula, az integral

tulajdonsagai
Newton-Leibniz-formula: ; j flayde = Fib)=F(a)
Tulajdonsagok: _ﬂ.r (¥}t m_v;l.n'r = j f q.rhir:jg( © e

}-r.' - f{xydy=c- if{ xpdx
Alapfuggvények integraljai

rr+]

[xds =

-
n+l1 -‘-E.rdrzf.r +C

!sin xdx=—CcosXx+¢

1
[ —dx=In|y+c
* X
I-I:DE xdx=sinx+¢

8.dia
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Feladat

Hatarozzuk meg a trapéz teriletét!

ﬂr’ - -
. tle £=a
v J'” -J.'vn.r]:b:- Jl.r:it'ur-_[h:‘x-
AN mo ,
c—-a
£ a
m |2 va-{xp
b =i
1
a IC 3
' B
| Tk =
> w2
m X
_e-alm+2am _am+em _wdac)
X 2 2
&
tgp=———+ f = — x40

Feladat

Szamitsuk ki az y = x4 - 5x2 + 4 egyenlet(i gorbe és az x tengely kozott fekvd
sikidom tertiletét az x, = -3 és x, = 3 hatdrok kozott!

Zérushelyek: gt Syl i dm D

prm— 3 =] x=1%]

T

10.dia
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Feladat

I y ! | .
Fep4t, 48,41, 48, L=1, |I,=I,

figy=x! -5 «d4  Fix) 1;—5'; +dx

t '“.1."—5.1:'7-!}.&-

134 16218
= F3) = F{2) o e =
B=FE 15 15 15
B : 16 38 22
L I{I "5:-+-‘1# F{::IFF{I] :l;'lj: 15
' 6 5
=2 [l s o A= 2R = G r::-,‘,g.mgﬁ-i’f

11.dia

Feladat

Hatdrozzuk meg az y = (x + 1)3 fliggvény és az x tengely kozotti teriiletet
az [-3; 1]intervallumon!

y=(x+1)3

i J!_l.'z
.ﬂ31’ = 7| — =
7 £n¢r .[4] 8

L]

12. dia
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Térfogatszamitas integrallal
Forgdstestek térfogata

1'__b"”--|',_u MM, Tle .+ A1)

y=fo) A"
_~ rlfll Yy &_U-Im, e T e 1)
- ' ‘l "
I"a IE |bI ||]I'._,_ »
7 WJ |

lim v, = lm I, = 1 = [T1- £ (dede = T | (el

13.dia
Csonkakup térfogata
v , H R—r '
3 P=fl-f| === ar| &=
- =L m
__..--" :R—r . ¥ ;
._____.-.- _: El-l-lﬁ. Mrar ::.I:_-rl?.l r I.';H&
beSosnt 3 | =
I ¥ R -2fr+r x fr—r* 1
2 ) =11+ — .‘._‘. = —tr'a
=" e MM p2 s prr?)

14.dia
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LXJ V4
A gdmb térfogata
y _Ir'{ .31.'] 1.-:.l" £ _ .'I!-':
.-'"'_--\_"'\-\-.__

llf-..l. -\l."..h R .

'I \ { ; TR e

i — ¥ '”-Hr'—.f'}lrﬂl] Fx="—| =
TN AT B - 3l
[ A i | : |
-I][?.I-rll -|-|I'1—‘ JEILF]-I
3 3 3
15.dia
Feladat
Hatdrozzuk meg az y = x2 és az y = x fliggvények kozotti sikidom terlletét és
a sikidom x tengely korli elforgatasaval keletkez6 forgéstest térfogatat!
y ] A
. / x=x ox-1=0
:\\'H-_________.-:"" il -x=0 % = Oy% =1

T '_imr gix) kix ;-:jL,,- x = * _L 11

o - Xz 3 2 3 6
¥ ”f‘.-"'ﬁ"" £ (=) e F'—Iljzl.r - ' =11 ‘3' - '. -||r;-11- "I'J

16.dia



A matematikai tehetség fejlesztése |

[115

Feladat

Szamitsuk ki annak a forgastestnek a térfogatat, amelyetazy =x3,azy =-x3 és
azy =5 egyenlet( gorbék altal hatarolt sikrész x tengely korili forgatasakor kapunk!

vt ysar Metszéspontok:
=5 /
. - " i
I.;l". i S == X 5wy AR
| e |
AN M T ¥, =r'TIM =25-11-2.¥5 = 50.11- V8
Fy L y=—3
4 .
Il. I 1 - .-
¥ =T i e fdem T eml £ 2t an =
¥ & = ]
- 145 L
P, ¥ = ryE - 28 0
17.dia

Integralasi mdédszerek
Helyettesités

i 3 b |

'FI:J.'+|:|"fh'=J‘I’.TJ+3.1."-'-3.T+1:Ir11:'|.'=1 +3% 3% 4x4c
ik Tt

= -

Helyettesités: _[ flutx))-u (x)ae = j'_f (1)t +e
Ha: § ';'r! i
plx) == u'(x)=— = dt = 1'[(x)- el
[ris
1. példa: fElet—se=t-1 ,‘?"=| » e = df
af

1 e 1Y
Ih’- lfau'fr=Jl|:.'r- 1) Ay = !-:li'n"r:;fl b= L -II] c

18.dia



| Kovacs Gabor

116 |

Integralasi mdédszerek

Helyettesités
2. példa: I{j_'r 4 I}'.:.l'.f = j!‘ ‘e =
Ie2 =l . J'_‘_E . iR -+ ddx= o
ar 3

3 2
19.dia
Integralasi mdédszerek
Specidlis tipusok
L) £ 1 (e = "';"'Hc
Példak: 1 e o L)
s 4
L | In_ri-f'l J|n X- . g I'In;'i.r. +
2, :II ;::: dx=In|f{ .=.']n| +C
Példa: 2x P
j.f" I-:-If'i' |n|:.'. I]

20.dia
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Integralasi mdédszerek
Parcidlis integrdlds
I'lu y 1-'}. = H- e o ] '1-'. i J'J'. W= |:.H T 1-'} — i - 'I'.

j.ai' wilr = I{lr- v ) v Iu cpetm gy J'u oyl

(TRC- 1 A TR o

W= = =1

j.'n.'-:-:in xadx=-cosx-x- III ~COSX X =-X COSX+SINX+C

Integralasi mdodszerek
Parcidlis tortekre bontds
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lvhossz szamitasa integrallal
Negyed kor kertilete
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Az improprius integral
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Ellenpélda:
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— divergens, nem létezik improprius integralja
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