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Ba logh Lász ló

I.
ÁL TA LÁ NOS ALAP FO GAL MAK





1. A TE HET SÉG FO GAL MA

A múlt szá zad het ve nes évei től kezd ve vi lág szer te az ér dek lő dés kö zép pont já ba
ke rült a te het ség té ma kör. Azt megelő zően is pró bál ták fel tár ni a te het ség fo gal -
mát, ke res ték a fej lő dés gyö ke reit, de a gya kor la ti fej lesz tő mun ká hoz iga zán az
el múlt négy év ti zed ben fo gal maz ták meg át fo gó el mé le tei ket a ku ta tók. Most
ezen ered mé nyek ből egy szűk át te kin tés ben fog lal juk össze a te het ség ér tel me -
zé sé hez, fej lesz té sé hez szük sé ges alap ve tő pszi cho ló giai és pe da gó giai is me re -
te ket.

Az aláb biak ban szá mos fon tos ku ta tót és el mé le tet ta lá lunk, akik és amik a
te het ség fo gal má nak, je len té sé nek és tar tal má nak tisz tá zá sá hoz hoz zá já rul tak.
Ez az át te kin tés bő vebb is le het ne (vö. Ba logh 2006; Gyarmathy 2006; Tóth L.
2003), de a hang súly itt azo kon a fő gon do la to kon van, ame lyek a te het ség sok-
 szí nű fo gal má nak megér té sé hez elen ged he tet le nek. Nincs min den ki ál tal egy-
 sé ge sen el fo ga dott te het ség fo ga lom, de több olyan el mé let, mo dell szü le tett,
ame lyek mindegyi ke gyak ran kö zel is áll egy más hoz, s egy ben kü lönb sé geik kel
ráirá nyít ják fi gyel mün ket a komp lex te het ség fo ga lom ár nyalt ér tel me zé sé re.
Ezek kö zül te kin tünk át az aláb biak ban egy cso kor ra va lót.

1.1. Az el ső lé pé sek a te het ség ér tel me zé sé hez

A 19. szá zad tól kezd ve az in tel li gen cia- és te het ség ku ta tás né hány elő fu tá ra ar ra
tö re ke dett, hogy az em be ri agy funk cióit el kü lö nít se, hogy így a több vagy ke ve -
sebb te het ség gel ren del ke ző egyé nek kö zöt ti kü lönb sé ge ket job ban megért sék.
Ezen ku ta tók kö zül né há nyan igen fi gye lem re mél tóak, hi szen őket te kint jük a
ké sőb bi in tel li gen cia-, majd az eb ből ki nö vő te het ség ku ta tás elő fu tá rai nak.

Charles Dar win uno ka öccse, Francis Galton (1822–1911) meg volt ró la győ-
 ződ ve, hogy a vi lá gon min den mér he tő, és az agy kör mé rete stan dard ja ként a
ko po nya mé re teit al kal maz ta. Egyik fran cia kortársa, Paul Broca se bész és ant ro -
po ló gus (1824–1880) azok ról az el mé le tei ről volt hí res, mi sze rint össze füg gés
van az agy sú lya és kör mé re te, va la mint az in tel li gen cia kö zött. 

Galton és Broca el mé le teit Alfred Binet színrekerülésével kezd ték meg kér dő -
je lez ni, majd el vet ni. Binet a Sor bonne pszi cho ló giai la bo ra tó riu má nak volt az
igaz ga tó ja, ahol egyik asszisz ten se Piaget volt. Binet el ve tet te azt az el mé le tet,
mi sze rint az agy mé re te és az in tel li gen cia kö zött össze füg gés len ne, és egy pszi-
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 cho ló giai lag megala po zott meg kö ze lí tést ke re sett az in tel li gen cia je len sé gé nek
ér tel me zé sé re. Je len tős mennyi ség ben gyűj tött olyan ada to kat, ame lyek az elő ző
el mé le tek kel nem vol tak össz hang ban. Ta nít vá nya, Theo do re Si mon se gí tet te
Binet-t ku ta tá sai ban. 1904-ben a fran cia Köz ok ta tá si Mi nisz té rium fel kér te
Binet-t és Si mont, hogy vizs gál ja nak meg olyan gye re ke ket, akik gyen gén tel je sí -
tet tek az is ko lá ban, és akik ta nu lá si ne héz sé gek kel küz döt tek. Binet és Si mon
sok 3–11 éves gye re ket vizs gált egy olyan ská la se gít sé gé vel, amit 30 teszt alap ján
ál lí tot tak össze. Ez a ská la azt ha tá roz ta meg, hogy a 30 teszt kö zül me lyi ket tud-
 ják megol da ni a 3–11 éves át la gos ké pes sé gű gye re kek az egyes kor cso por tok ra
le bont va.

Ugyanek kor egy né met pszi cho ló gus nak, Wil liam Sternnek (1871–1938) a
ham bur gi egye te men jobb öt le te tá madt. Egy olyan ma te ma ti kai for mu lát ja va -
solt, ami ben a gye rek men tá lis ko rát a bio ló giai ko rá val osz tot ta, majd az ered-
 ményt száz zal szo roz ta. Ez a for mu la ve ze tett a köz is mert in tel li gen cia-kvó -
ciens hez (IQ).

Az in tel li gen ciaku ta tá sok in ten zí ven foly tak a 20. szá zad ban, s több ki vá ló
ku ta tó: Ch. Spearman (1904), L. L. Thurstone (1938), R. B. Cattell (1943), L. M.
Terman és M. H. Oden (1954), J. P. Guilford (1967) vizs gá la ti ered mé nyei je len -
tő sen elő se gí tet ték, hogy kiala kul ja nak a te het ség ér tel me zé sé nek – nem csak az
in tel li gen ciát ma gá ba fog la ló – úgy ne ve zett több té nye zős mo dell jei. Ezek már
kö ze lebb visz nek ben nün ket a te het ség kor rekt ér tel me zé sé hez. Te kint sük át
ezek kö zül a leg fon to sab ba kat!

1.2. Jo seph Renzulli ‘há rom kö rös’ te het ség kon cep ció ja 

A mo dern te het ség ku ta tás egyik leg je len tő sebb ál lo má sát az ame ri kai Jo seph
Renzulli je len tet te a Con nec ti cu ti Egye te men 1977-ben. Há rom kö rös te het ség -
kon cep ció já val rak ta le a ma is vi lág szer te al kal ma zott el mé le tei nek alap ját.
„What makes giftedness?” (Mi ből áll a te het ség?) c. cik ke (Renzulli 1978) hosz-
szan tar tó ha tás sal volt a szak te rü let re. Renzulli (1978 és 1985) azt ál lít ja, hogy
az őt megelő ző te het ség ku ta tás nak kö szön he tően egyér tel mű vé vált, hogy a te-
 het sé get nem le het egyet len kri té rium alap ján meg ha tá roz ni.

Renzulli el mé le te há rom, a krea tív/pro duk tív em be re ket jel lem ző tu laj don -
ság ra épül. Ez a há rom tu laj don ság vagy kom po nens a kö vet ke ző:

• Át la gon felüli ké pes sé gek.
• Feladat irán ti el kö te le zett ség.
• Krea ti vi tás.

Az át la gon felüli ké pes sé gek az ál ta lá nos és a spe ci fi kus ké pes sé ge ket egyaránt
ma guk ba fog lal ják. Úgy kell őket ér tel mez ni, mint az elér he tő leg ma ga sabb tel-
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 je sít mény szin tet egy adott té má ban. A feladat irán ti el kö te le zett ség a mo ti vá ció -
hoz ha son lít ha tó, de an nál szű kebb ér tel me zés ben. Pon to san azt je len ti, hogy az
il le tő lel ke se dik a felada tért, az vonz za őt. A krea ti vi tás egy olyan át fo góbb fo ga -
lom, amit más hol zse ni ként, emi nens ként is ne vez nek.

Renzulli sze rint ezek kö zül egyik elem ön ál ló je len lé te sem je len ti ön ma gá -
ban, hogy va la ki te het sé ges. A há rom elem in terak ció ja ve zet a te het sé ges vi sel -
ke dés hez (amint azt az 1. áb rán a há rom kör in terak ció já ba eső sa tí ro zott te rü let
is je lö li). Min den tu laj don ság szük sé ges, és egyen lő sze re pet ját szik. Eb ből kö-
 vet ke zik, hogy az in tel li gen cia nem az egyet len fel té te le a te het ség nek. 

Renzulli a kö vet ke ző kép pen fog lal ta össze ál lás pont ját (Renzulli–Reis 1985, 
p. 28): „A te het ség olyan vi sel ke dés for mák ból áll, amik az em be ri vo ná sok há -
rom alap cso port já nak in terak ció ját tük rö zik. Ez a há rom alap cso port az át la gon
felüli ál ta lá nos és/vagy spe ci fi kus ké pes sé gek, magasfokú feladat irán ti el kö te le -
zett ség és krea ti vi tás. A te het sé ges vi sel ke dést fel mu ta tó em be re ket azok, akik
ezek kel a je gyek kel ren del kez nek, vagy ki tud ják őket fej lesz te ni, és azo kat az
em be ri tel je sít mény bár mi lyen po ten ciá li san ér té kes te rü le tén hasz no sít ják.
Azok az egyé nek, akik ren del kez nek ilyen in terak ció val vagy ké pe sek an nak ki-

Át la gon 
felüli 

ké pes sé gek
Krea ti vi tás

⇒
Feladat irán ti
el kö te le zett ség

Ál ta lá nos tel je sít ményte rü le tek
Ma te ma ti ka • Kép ző mű vé szet • Ter mé szet tan • Fi lo -
zó fia • Tár sa da lom tu do má nyok • Jog • Val lás • Nyel vek
• Ze ne • Élet tu do má nyok • Moz gás mű vé szet

Spe ci fi kus tel je sít ményte rü le tek
Ka ri ka tú ra • Csil la gá szat • Köz vé le mény-ku ta tás • Ék-
 szer ter ve zés • Tér kép ké szí tés • Ko reog rá fia • Élet rajz •
Film ké szí tés • Sta tisz ti ka • Hely tör té net • Elekt ro ni ka •
Kom po ná lás • Kert épí té szet • Ké mia • De mog rá fia •
Mik ro-fény ké pe zés • Vá ros ter ve zés • Lég szennye zés
kor lá to zá sa • Köl té szet • Di vat ter ve zés • Szö vés • Drá-
 ma írás • Rek lám • Jel mez ter ve zés • Me teo ro ló gia •
Bá bo zás • Mar ke ting • Já ték ter ve zés • Új ság írás •
Elekt ro ni kus ze ne • Gyer mek gon do zás • Fo gyasz tó vé -
de lem • Fő zés • Or ni to ló gia • Bú tor ter ve zés • Na vi gá -
ció • Ge nea ló gia • Szob rá szat • Vadvilág ke ze lé se •
Me ző gaz da sá gi ku ta tás • Ál la ti ta nu lás • Film kri ti ka

1. áb ra. Renzulli há rom kö rös mo dell je
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ala kí tá sá ra a há rom te rü let kö zött, az ok ta tá si le he tő sé gek nek és szol gál ta tá sok -
nak szé les ská lá ját igény lik, és ez utób biak gyak ran hiá nyoz nak a nor mál is ko lai
prog ram ból.”

1.3. Abraham Tannenbaum csil lag mo dell je

Te het ség el mé le té ben Tannenbaum (1983) azt ál lít ja, hogy mind a bel ső (sze mé -
lyes), mind a kül ső (kör nye ze ti) té nye zők re szük ség van. E té nye ző ket egy csil-
 lag diag ram ban áb rá zol ja (2. áb ra), ahol a te het sé get gra fi ku san a csil lag öt ágá-
 nak met sze te je lö li. 

Vé le mé nye sze rint a te het ség fej lő dé se so rán az aláb bi öt elem hat egy más ra:

• Ál ta lá nos ké pes sé gek: ez a G-fak tor meg fe le lő je, azé az ál ta lá nos in tel li gen -
ciáé, amit az IQ-tesz tek kel mér nek.

• Spe ciá lis al kal mas ság: olyan spe ciá lis te het ség, ami vel a sze mély ren del ke zik
és amiért kör nye ze te nagyra becsüli, mert az ki vé te les, spe ciá lis.

• Nem ér tel mi té nye zők: ezek azok a sze mé lyes ké pes sé gek, amik nem kap csol -
ha tók az in tel li gen ciá hoz, amik egy sze mély ka rak te ré hez, egyé ni jel lem vo ná -
sai hoz kö tőd nek: ön kép, mo ti vá ció, feladato rien tá ció stb.

2. áb ra. Tannenbaum csil lag mo dell je

Ál ta lá nos
ké pes ség

Vé let len

Spe ciá lis 
al kal mas ság

Kör nye ze ti 
tá mo ga tás

Nem ér tel mi té nye zők
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• Kör nye ze ti tá mo ga tás: pl. a gye rek csa lád ja, is ko lá ja, ba rá tai. Gyak ran van
szük ség rá juk a te het ség fej lő dé sé nek jó irány ba va ló te re lé sé hez. Ez a szü lők
és a ta nár ré szé ről is na gyon fon tos feladat.

• Vé let le nek: ezek ről a fak to rok ról leg több ször el fe led ke zünk, pe dig ugyan-
olyan je len tő sek. 

Ezek a té nye zők de fi ní ció juknál fog va az em ber éle té nek leg ke vés bé ki szá mít ha -
tó ese mé nyeit je lö lik, mégis nagy je len tő sé gük van a te het ség meg va ló sí tá sá ban
és a po ten ciá lok ki fe je zé sé ben.

1.4. Franz Mönks több té nye zős te het ség mo dell je

Az idők so rán egy re na gyobb em pi ri kus tá mo ga tást nyer tek azok az el mé le ti fel-
 té te le zé sek, ame lyek a te het ség hez szük sé ges fak to rok in terak ció ját vizs gál ták.
Ez ve ze tett Mönks több té nye zős te het ség mo dell jé hez. A ki vé te les ké pes sé gek, a
mo ti vá ció és a krea ti vi tás össze te vő kön kí vül ez a mo dell a csa lá dot, az is ko lát és
a tár sa kat is be von ja, mint tár sa dal mi pil lé re ket (3. áb ra).

Mönks a kü lön le ges ké pes sé gek ka te gó riá já ba so rol ja az in tel lek tuá lis ké pes -
sé gen túl a mo to ri kus, a tár sa dal mi és a mű vé szi ké pes sé ge ket is. Ez annyit je-
 lent, hogy nem csak a na gyon in tel li gens em be rek ese té ben be szé lünk te het ség -

ISKOLA TÁRSAK

CSALÁD

TE HET SÉG

3. áb ra. Mönks–Renzulli komp lex te het ségmo dell je

Motiváció Krea ti vi tás

Kivételes
képességek
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ről, hanem pél dául Pablo Picassót (mű vé szi) vagy a lab da rú gó Johan Cruyft
(mo to ri kus) is te het ség nek ne vez het jük.

Ezek a ki vé te les ké pes sé gek azon ban nem ele gen dőek a te het ség ma ni fesz tá -
lá sá hoz. A tehetséges sze mély nek igen mo ti vált nak kell len nie. Más szó val nagy
aka rat erő re és ki tar tás ra van szük sé ge ah hoz, hogy egy bi zo nyos felada tot vagy
inst ruk ciót öröm mel tud jon ki vi te lez ni (Mönks–Knoers 1997). A krea ti vi tás
szin tén fon tos ele me a sze mé lyi ség nek. Krea ti vi tás nak azt a ké pes sé get ne vez -
zük, amelynek se gít sé gé vel ere de ti, inventív mó don tud juk a prob lé má kat meg-
ol da ni. A füg get len ség és a pro duk tív gon dol ko dás ma gas szint je a ru tin sze rű
vagy rep ro duk tív gon dol ko dás sal he lyez he tő szem be. 

A tár sa dal mi pil lé rek kö zül a csa lád játssza a leg fon to sabb sze re pet a te het ség
ne ve lé sé ben, mert biz to sí ta ni tud ja, hogy a gyer mek egész sé ge sen és (lel ki leg)
kie gyen sú lyo zot tan nő hes sen fel. Más részt ar ra is van pél da, hogy a csa lád nem
is me ri fel vagy nem is me ri el a gyer mek po ten ciá lis te het sé gét, és ez ne ga tí van
be fo lyá sol hat ja a gyer me ket. Az is ko la szin tén fon tos pil lér. Be leért jük mind a
ve ze tést, mind a tan tes tü le tet. A ta ná rok kö zött van, aki oda fi gyel a te het sé gek re,
és van, aki ig no rál ja őket az osz tá lyá ban. A szer ző vé le mé nye sze rint azon ban
amennyi ben az is ko la ve ze tés tisz tá ban van a te het ség gon do zás sal kap cso la tos
prob lé mák kal, az az egész is ko la lég kö ré re ki hat, és po zi tív hoz záál lást ered mé -
nyez. Így a ta ná rok könnyeb ben áll nak elő a te het sé ges gyer me kek igé nyei nek
kielé gí té sét cél zó sa ját kez de mé nye zé sek kel. A har ma dik pil lért a tár sak je len tik.
Tár sak nak azo kat a gye re ke ket ne ve zi Mönks, akik ha son ló fej lett sé gi fo kon áll-
 nak. A nem azo nos szin ten ál ló osz tály tár sak ko mo lyan gá tol hat ják a te het sé ges
gyer mek in tel lek tuá lis, de legin kább pszi cho ló giai fej lő dé sét. A te het sé ges ta nu -
lót gyak ran tart ják be kép zelt nek vagy stré ber nek, ami az tán alul tel je sí tés hez és
sze mé lyi ség be li tor zu lá sok hoz is ve zet het (Mönks–Van Boxtel 1985).

Mönks a te het ség fo gal mát a kö vet ke ző leírás sal ad ja meg: „A te het ség há rom
sze mé lyi ség jegy in terak ció já ból jön lét re. En nek a há rom jegy nek (mo ti vá ció,
krea ti vi tás, ki vé te les ké pes sé gek) az egész sé ges fej lő dé sé hez megér tő, tá mo ga tó
tár sa dal mi kör nye zet re van szük ség (csa lád, is ko la, tár sak). Más szó val: a hat
fak tor po zi tív in terak ció ja a te het ség meg je le né sé nek elő fel té te le” (Mönks–
Knoers 1997, p. 192.).

1.5. Czeizel End re 2 × 4 + 1 fak to ros mo dell je

A ha zai ku ta tók kö zül kieme lés re ér de mes Czeizel End re (1997) 2×4+1 fak to ros
mo dell je (4. áb ra). Eb ben a szer ző in teg rál min den olyan té nye zőt, amely a fej-
 lesz tő mun ká ban meg ha tá ro zó sze re pet ját szik. 

A szer ző a Renzulli-féle há rom kö rös mo dell ből in dul ki, ami kor a te het ség
össze te vőit meg ha tá roz za, azon ban az át la gon felüli ké pes sé gek kö ré ben kü lön -
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vá laszt ja az ál ta lá nos in tel lek tuá lis és a spe ciá lis men tá lis ké pes sé ge ket, ter mé -
sze te sen ő is fon tos nak tart ja a krea ti vi tást és a mo ti vá ciós té nye ző ket.

A kör nye ze ti té nye zők a Mönksnél ta lál ha tó há rom ról ugyan csak négy re
mó do sul nak: Czeizel a tár sa da lom köz vet len sze re pét is hang sú lyoz za (el vá rá -
sok, le he tő sé gek, ér ték rend stb.) a te het sé ge sek ki bon ta ko zá sá ban a csa lád, az is-
 ko la és a kor társ cso por tok mel lett. Ér tel me zé sé ben ki len ce dik fak tor ként je le nik
meg a sors, amely az élet-e gész ség fak to ra: a te het ség ki bon ta ko zá sá hoz szük ség
van bi zo nyos élet tar tam ra és meg fe le lő egész sé gi ál la pot ra is. 

1.6. Jane Piirto pi ra mismo dell je

Piirto (1999) te het ség gon do zá si pi ra mismo dell jé ben a te het ség össze te vői jól
rend sze re zet tek, és a fej lő dést be fo lyá so ló té nye zők is meg je len nek, amint azt az
5. áb rán szemügy re ve het jük. 

Csa lád
Spe ci fi kus 
men tá lis 

adott sá gok

4. áb ra. Czeizel 2×4+1 fak to ros mo dell je

+ Sors fak tor

Is ko la

Ál ta lá nos 
ér tel mes ség

adott ság

Krea ti vi tási
adott ság

Kor társ- 
cso por tok

Mo ti vá ciós
adott sá gok

Tár sa da lom
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A ge ne ti kai ala pok egyér tel műek. Az emo cio ná lis as pek tus azo kat a sze mé -
lyi ség je gye ket összeg zi, ame lyek ál ta lá ban jel lem zik a kiemel ke dő tel je sít ményt
nyúj tó kat. A szer ző a leg je le sebb te het ség ku ta tók vizs gá la tai ra épít ve összeg zi
eze ket a tu laj don sá go kat, hoz zá té ve, hogy a lis ta nem tel jes, s ter mé sze te sen van-
 nak vi ta tott pont jai is. Ugyanak kor tény ként ál la pít ja meg, hogy a fel nőt tek ha té -
kony sá gu kat sze mé lyi sé gük nek kö szön he tik, és a si ke res fel nőt tek ezen jel lem -
zők zö mé vel ren del kez nek. A kog ni tív as pek tus ban a mi ni má lis in tel lek tuá lis
kom pe ten cia je le nik meg. A te het ség as pek tu sa a mo dell ben azo kat a spe ciá lis
te rü le te ket je lö li meg, ame lye ken konk ré tan ki bon ta koz hat a gye rek te het sé ge a
kép ző mű vé szet től a spor ton és kéz mű ves sé gen át az in ter per szo ná lis szfé ráig.
Vé gül a kör nye ze ti as pek tust a „na pocs kák” fém jel zik. Dön tő nek a szer ző a há -
rom felső na pot (ott hon, is ko la, kö zös ség és kul tú ra) je lö li meg, a má sik ket tő a

Vé let len

Ott hon

Is ko la

Nem

GÉ NEK
1. Ge ne ti kus as pek tus

2. Emo cio ná lis as pek tus

3. Kog ni tív as pek tus

4. Te het ség as pek tus

GÉ NEK

Kö zös ség 
és kul tú ra 5. Kör nye ze ti as pek tus

Írás
Ze neÜz letSportSzín házMű vé sze tekTu do má nyokKép ző mű vé szet

In tuí cióKész te tésKrea ti vi tásSzen ve délyKí ván csi ságÖn fe gye lem
Nyi tott ság (nai vi tás)

ImaginatívSzen zuá lisEmo cio ná lisHa té kony ság(in ten zi tás)In tel lek tuá lisPszi cho mo to ros

Tánc
Öt le -
tes ség

Spi ri tuá lis

Kéz mű ves

Vál lal ko zás

Ma te ma ti ka

Tu do má nyos

In ter per szo ná lis

Aka rat

Kép ze lő erő

Ész le lő ké pes ség

Perfekcionizmus

Két ér tel mű sé gek to le rá lá sa

Be lá tás

Ki tar tás

Androgínia

Ru gal mas ság

Koc ká zat vál la lás

Egy területen megnyilvánuló specifikus tehetség

Minimális intellektuális kompetencia

Személyiségjegyek

5. áb ra. Piirto te het ség gon do zá si pi ra mi sa
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gyer mek ne mé re és a vé let len ad ta le he tő sé gek re utal. Ezek mindegyi ke be fo lyá -
sol ja, hogy a te het ség ki bon ta ko zik-e vagy el sor vad.

1.7. Robert Sternberg in for má ciófel dol go zá si mo dell je

A szá mí tó gé pek, a mes ter sé ges in tel li gen cia és az em be ri in tel li gen cia mo del -
lezé sé nek mai ko rá ban ter mé sze tes nek tű nik, hogy az em be ri in tel li gen cia in-
 for má ciófel dol go zá si mo dell je kiala kul ha tott. Sternberg mun ká ját az em be ri 
in tel li gen cia fő, a pszi cho ló giai és pe da gó giai vi lá got ura ló in for má ciófel dol go -
zá si mo dell je ként tart ják szá mon. No ha a mo dell konceptuális ke re tei ezek ben a
szak mák ban meg győ zőek, gya kor la ti fel hasz ná lá sai kor lá to zot tak, mert nem
dol goz tak ki meg bíz ha tó mé ré si mód szert a fo ga lom al kal ma zá sá ra. Amíg ki
nem dol goz nak egy ilyen mé rést, nincs rá mód, hogy a mo dell ha té kony sá gát a
meg lé vő meg kö ze lí té sek kel össze vet ve fel mér hes sük.

A Sternberg-modell (1999) hár mas ala pú in tel li gen ciaszer ke ze tet ja va sol,
amely há rom alap ve tő in for má ciófel dol go zá si ké pes ség ből áll: me ta kom po -
nen sek ből, tel je sít ménykom po nen sek ből és is me ret szer zé si kom po nen sek -
ből.

A me ta kom po nen sek nagy ban ha son lí ta nak a metakogníció fo lya ma tai ra.
Ter ve zés ből, el lenőr zés ből és ér té ke lé si funk ciók ból áll nak. Ezek az alfunkciók a
kö vet ke zők ből te vőd nek össze: (1) a lé te ző prob lé mák felis me ré se, (2) a prob lé -
mák ter mé sze té nek tisz tá zá sa, (3) a prob lé ma megol dás meg ter ve zé se, (4) a meg-
ol dá si stra té gia ki vá lasz tá sa, (5) a megol dá si fo lya mat men tá lis rep re zen tá lá sa,
(6) a te vé keny ség men tá lis erő for rá sai nak össze hí vá sa, (7) a megol dá si fo lya mat
el lenőr zé se, és (8) a prob lé ma megol dó so ro zat vé gén a si ke res ség el bí rá lá sa.

A tel je sít ménykom po nen sek azok a men tá lis fo lya ma tok, ame lyek a meta-
komponensi te vé keny sé ge ket vi szik vé ghez. Ezek a kész sé gek vagy ké pes sé gek
is me ret te rü le ten ként vál toz nak. Ala cso nyabb szin tű men tá lis ope rá ciók ként
tart juk őket szá mon, és ter mé sze tük ből ki fo lyó lag au to ma ti ku sab bak, mint a
nagy ban kog ni tív me ta kom po nen sek.

Az is me ret szer zé si kom po nen sek be a sze lek tív kó do lás, a sze lek tív kom bi ná -
ció és a sze lek tív össze ha son lí tás tar to zik. A sze lek tív kó do lás az a ké pes ség,
ami vel a lé nye ges in for má ciót azo no sít juk, azt a hosszú tá vú me mó riá ban tá rol -
juk, és a lé nyeg te len in for má ciót ki se lej tez zük. A sze lek tív kom bi ná ció az in for -
má ció nak sé mák ká, gestalttá, fo ga lom má, öt let té stb. va ló átala kí tá sá nak a fo lya -
ma ta. (A hosszú távú me mó ria könnyeb ben elér he tő és hasz nál ha tó, ha az
in for má ciót meg fe le lően ren dez zük egy más hoz kap cso ló dó töm bök be.) A sze-
 lek tív össze ha son lí tás az a ké pes ség, ami vel a je len és a múlt be li in for má ciók kö-
 zöt ti össze füg gé se ket fel tár juk, és egy adott in for má ció nak az épp ak tuá lis prob-
 lé mák hoz vi szo nyí tott je len tő sé gét felis mer jük.
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Sternberg kö rül te kin tő mó don hív ta fel ar ra a fi gyel met, hogy az in tel li gens
vi sel ke dés kon tex tus füg gő. Azaz job ban vi sel ked he tünk olyan kör nye ze tek ben,
ami ket meg szok tunk, ami ket igé nyeink sze rint átala kít ha tunk, vagy ami ket
mint szá munk ra leg meg fe le lőb be ket ma gunk vá laszt ha tunk. Így egy adott is ko -
lá ban, osz tály ban, tan me net ben, adott ta nár vagy osz tály tár sak je len lé té ben fel-
ál lí tott fel té te lek és ál la po tok nem biz tos, hogy a te het sé ges ta nu ló szá má ra is az
ideá lis kör nye ze tet je len tik. Van olyan ta nár, aki nem ta nít ter mé szet tu do má -
nyo kat, a ter mé szet tu do má nyo san te het sé ges ta nu lók nagy bá na tá ra. Egy má sik
osz tály ban vagy is ko lá ban le het, hogy az osz tály tár sak lesz nek ne ga tív ha tás sal a
felis mert te het sé ges gye re kek re. Tud nak-e ilyen kör nye zet ben a te het sé ges ta nu -
lók in tel li gen sen vi sel ked ni? Sternberg el mé le te sze rint nem. Sternberg azt ta ní -
tot ta meg ne künk, hogy az in tel li gen ciák nak sok alaspektusa van, és hogy azok-
 tól a kon tex tu sok tól függ nek, ami ben a gye re kek ma gu kat na pon ta ta lál ják.

1.8. Françoys Gagné mo dell je a szunnya dó és a meg va ló sult te het ség ről

Françoys Gagné, ka na dai pszi cho ló gus a szunnya dó te het sé get az adott sá gok kal
asszo ciál ja. Ezen a ve le szü le tett em be ri ké pes sé ge ket ér ti. Heller–Mönks–Pas -
sow (1993, p. 27) sze rint „A szunnya dó te het ség olyan kom pe ten cia, amely az
em be ri adott sá gok va la mi lyen te rü le tén vagy te rü le tein je len tő sen fe lül múl ja az
át la got.” Gagné kö vet ke ző kép pen de fi niál ja a meg va ló sult te het sé get (1990, p.
22): „kü lön bö ző adott sá gok és in ter per szo ná lis, va la mint kör nye ze ti ka ta li zá to -
rok in terak ció já nak fej lő dé si ter mé ke.” 

Gagné diffe ren ciált mo dell je (6. áb ra) áb rá zol ja, hogy a talentum kü lön bö ző
adott sá gok al kal ma zá sa az adott te rü le ten szer zett is me re tek re és ké pes sé gek re.
Ez a fo lya mat kör nye ze ti ka ta li zá to rok (csa lád, is ko la, kö zös ség), va la mint in ter -
per szo ná lis ka ta li zá to rok (töb bek kö zött mo ti vá ció, ön bi za lom) se gít sé gé vel jön
lét re. Ter mé sze te sen az adott sá gok nak talentummá va ló átala ku lá sá ban nagy
sze re pe van a rend sze res ta nu lás nak, a gya kor lás nak és a kép zés nek is. Gagné
mo dell jét kö vet ke ző képp le het egy konk rét pél dán ér tel mez ni: Mo zart nak jó
krea tív és ze nei ké pes sé ge volt (aptitude). Ha nem lett vol na elég mo ti vá ció ja és
ön bi zal ma (intraperszonális ka ta li zá tor), hogy ötéve sen zon go ráz zon, he ge dül -
jön és ze nét sze rez zen, ak kor nem lett vol na ak ko ra ze nei talentum be lő le. Ezen
túl a csa lád ja (kör nye ze ti ka ta li zá tor) biz to sí tot ta, hogy ezt az adott sá gát ta nu -
lás sal és gyakorlással jól ki tud ja fej lesz te ni. A té nye zők ezen in terak ció ja volt 
a biz to sí ték rá, hogy Mo zart az zá a ze nei zse ni vé vált, akit mind nyá jan is me -
rünk.
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6. áb ra. F. Gagné te het ség fej lő dé si mo dell je

KA TA LI ZÁ TO ROK

Tanulás, gyakorlás

SZUNNYA DÓ 
TE HET SÉG
KÉ PES SÉG-
 TE RÜ LE TEK

IN TEL LEK TUÁ LIS
In duk tív/de duk -
tív ér ve lés me mó-
 ria, meg fi gye lés,
íté lő ké pes ség stb.

KREA TÍV
Ere de ti ség, öt le-
 tes ség, hu mor
stb.

SZOCIO-AFFEKTÍV
Ve ze tői ké pes ség,
ta pin tat, em pá tia,
ön tu dat stb.

PERCEPTUÁLIS/
MO TO ROS

Erő, koor di ná ció,
ál ló ké pes ség, ru-
 gal mas ság stb.

EGYÉB
Extraszenzoros
ész le lés, gyó gyí-
 tá si ké pes ség stb.

TE HET SÉG
IS KO LÁS KOR BAN 

JEL LEM ZŐ TE RÜ LE TE

IS KO LAI
Nyel vek, tu do mány
stb.

STRA TÉ GIAI JÁTÉKOK
Sakk, rejt vé nyek,
video stb.

TECH NO LÓ GIA
Tech ni ka, szá mí tó gép
stb.

MŰ VÉ SZE TEK
Kép ző mű vé szet, 
szín ház, ze ne stb.

TÁR SA DAL MI TE VÉ-
 KENY SÉG

Ta ní tós ko dás, is ko lai
po li ti ka stb.

ÜZ LET
Eladás, vál lal ko zás stb.

SPORT

INTRAPERSZONÁLIS KA TA LI ZÁ TO ROK
FI ZI KAI

Antropometria, fi ziog nó mia, egész ség stb.
PSZI CHO LÓ GIAI

MO TI VÁ CIÓ: szük ség le tek, ér té kek, 
ér dek lő dé si kö rök stb.

AKA RAT: kon cent rá ció, ki tar tás stb.
SZE MÉ LYI SÉG: tem pe ra men tum, 

jel lem vo nás, rend el le nes ség

KÖR NYE ZE TI KA TA LI ZÁ TO ROK
KÖR NYE ZET

Fi zi kai, szo ciá lis, mak ro/mik ro stb.
SZE MÉ LYEK

Szü lők, ta ná rok, tár sak, men to rok stb.
FELADA TOK

Te vé keny sé gek, kur zu sok, prog ra mok
stb.

ESE MÉ NYEK
Ki hí vá sok, ju tal mak, vé let le nek stb.



2. AZ IS KO LAI TE HET SÉG GON DO ZÁS FŐBB
MÓD SZE REI

Amió ta is ko la lé te zik, a te het sé ges ta nu lók ra min dig is fi gyel tek a pe da gó gu sok;
év szá za dok ra vissza me nő si ke res te het ség gon do zó mun ká ról van nak ada taink.
Ugyanak kor az utób bi év ti ze dek ben a ku ta tók és a gya kor la ti szak em be rek sok
olyan esz közt, mód szert dol goz tak ki, ame lyek a ko ráb biak nál ha té ko nyab bá te-
 he tik az is ko lai te het ség gon do zást. Ezek kö zül há rom al kal ma zá sa elen ged he tet -
len a si ke res te het ség gon do zó mun ká hoz: a gaz da gí tás, a gyor sí tás és az egyé ni
diffe ren ciá lás. Ezek az alap jai a ha té kony te het ség gon do zás nak. A kö vet ke zők -
ben át te kint jük ezek fon to sabb kér dés kö reit, ame lyek a gya kor la ti te het ség fej -
lesz tő mun ká hoz tám pon tul szol gál hat nak.

2.1. Gaz da gí tás, dú sí tás

Tar tal mi szem pont ból a te het ség gon do zás nak a leg főbb alap el ve a gaz da gí tás
(dú sí tás). Cél ja alap ve tően az is me re tek és a mű ve le tek re épü lő ké pes sé gek kö te -
le ző ta na nya gon túl lé pő fej lesz té se, e nél kül nincs ér de mi te het ség fej lesz tés.

Passow (1958) a gaz da gí tás nak négy faj tá ját kü lö ní tet te el egy más tól, ezek
ugyan csak tám pon tul szol gál nak a si ke res, diffe ren ciált gya kor la ti meg va ló sí -
tás hoz (idé zi: Páskuné 2000, p. 200):

• Mély ség ben tör té nő gaz da gí tás. En nek so rán több le he tő sé get kí ná lunk a
te het sé ges gyerekeknek tu dá suk és ké pes sé geik al kal ma zá sá ra, mint ál ta lá -
ban a ta nu lók nak.

• A „tar tal mi gaz da gí tás” azt je len ti, hogy a ta na nya got a ta nu lók ra ér zé ke -
nyen szer keszt jük meg, fi gye lem be vé ve ér dek lő dé sü ket, szük ség le tei ket, s
eze ket köz ben fej leszt jük.

• A „fel dol go zá si ké pes sé gek gaz da gí tá sa” el ső sor ban a krea tív és kri ti kus
gon dol ko dás fej lesz té sét je len ti fel fe de ző, il let ve in ter disz cip li ná ris te vé -
keny ség köz ben.

• A „tem pó ban tör té nő gaz da gí tás” a te het sé ges gye re kek át la gos nál gyor-
 sabb mun ká já ra épül: ugyanannyi idő alatt töb bet ké pe sek fel dol goz ni tár-
 saik nál, így kiegé szí tő ele me ket is be von ha tunk a ta nu lá si fo lya mat ba.
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2.1.1. Gazdagítási modellek

Szá mos szisz te ma ti kus gaz da gí tó prog ram mo dellt ismerünk, mint pél dául a
Ren zulli és Reis (1986) ál tal ki fej lesz tett Gaz da gí tó Triád/For góaj tó Mo dellt,
Treffinger (1986) Egyénre Szabott Prog ram ter ve zési Mo dell jét (Individualized
Prog ram Planning Model – IPPM), a Feldhusen és Kolloff (1979, 1986), va la mint
Moon és Feldhusen (1991) ál tal tá mo ga tott Purdue Há rom lép csős Mo dellt, a
Renzulli (1994) és Feldhusen (1995) ál tal be mu ta tott te het ség fej lesz té si mo del le -
ket, va la mint a Betts (1986) ál tal be mu ta tott Au to nóm Ta nu ló Mo dellt (Autono-
mous Learner Mo del). E mo del lek mindegyi ke vi szony lag át fo gó ter vet ad a 
te het sé ges gyer me kek azo no sí tá sá ra és a szá muk ra ké szí tett prog ram szol gál ta tá -
sok ra, ame lyek alap ve tően gaz da gí tó ter mé sze tűek. Ezek kö zül mi most hár mat
mu ta tunk be váz la to san, ezek a legel ter jed teb bek a pe da gó giai gya kor lat ban.

A Renzulli-modell ta lán a legát fo góbb az azo no sí tás, ad mi niszt rá ció, ta nár -
kép zés és prog ram meg va ló sí tá si struk tú ra ki ter jedt ke ze lé sé vel (Renzulli 1994;
Renzulli–Reis 1986). Há rom tí pu sú prog ram él mény kü lö nít he tő el.

1. Az el ső tí pu sú gaz da gí tás ál ta lá nos fel fe de ző él mé nye ket fog lal ma gá ba,
amely „az is me ret nek a ha gyo má nyos tan terv ben nem sze rep lő, új és iz-
 gal mas té mái val, öt le tei vel és te rü le tei vel” is mer te ti meg a diá ko kat
(Renzulli–Reis, 1986, p. 237). 

2. A má so dik tí pu sú gaz da gí tás, a cso por tos-kép zés gya kor la tok, olyan te-
 vé keny sé gek ből áll nak, ame lye ket a kog ni tív és affek tív fo lya ma tok fej-
 lesz té sé re ter vez tek. A tevékenységeket nem csu pán a te het sé ge sek szá-
 má ra, ha nem min den gyer mek szá má ra le het kí nál ni.

3. A har ma dik tí pu sú gaz da gí tás va lós prob lé mák egyé ni és kis cso por tos
vizs gá la tát kö ve te li meg. Spe ciá lis azo no sí tá si el já rá so kat al kal maz nak a
gyer me kek ki vá lasz tá sá hoz a har ma dik tí pu sú gaz da gí tás ra – kü lö nö -
sen a gyer mek nyílt vi sel ke dé sé nek meg fi gye lé sén ke resz tül, amely tük-
 rö zi egy konk rét té má hoz vagy pro jekt hez kap cso ló dó ak tuá lis ér dek lő -
dé sét, mo ti vá ció ját vagy vi sel ke dé sét. 

A Treffinger-féle (1986) Egyén re Sza bott Prog ram ter ve zé si Mo dell (Indivi-
dualized Prog ram Planning Model) hang sú lyoz za az azo no sí tá si fo lya mat so rán
össze gyűj tött in for má ció in ten zív hasz ná la tát a te het sé ge sek erős sé gei re és ér-
 dek lő dé sé re épü lő, egyén re sza bott ta nul má nyi prog ra mok ter ve zé sé ben. A mo -
dell ar ra is tö rek vést tesz, hogy fej lessze az ön ál ló ság és az önirá nyí tás kész sé geit
a te het sé ge sek ben. Ar ra for dít ja a fi gyel met, ho gyan kell ke zel ni és el lát ni a te-
 het sé ge se ket egy ál ta lá nos osz tály ban. 
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A Betts (1986) ál tal ki fej lesz tett Au to nóm Ta nu ló Mo dell (Autonomous 
Lear ner Mo del) ar ra tesz kí sér le tet, hogy ele get te gyen a te het sé ge sek ta nul má -
nyi, szo ciá lis és emo cio ná lis szük ség le tei nek, mi köz ben az ön ál ló ság vagy au to -
nó mia cél ját tű zi ki ma ga elé, hogy a ta nu lók fe le lős sé vál ja nak sa ját ta nul má -
nyai kért. A mo dell biz to sít ja, hogy a ta nu ló

1. fi gyel met for dít son ön ma gá ra mint te het sé ges egyén re, va la mint a
prog ram le he tő sé gek re; 

2. gaz da gí tó gya kor la tok ban ve gyen részt, pél dául vizs gá la tok ban, kul tu -
rá lis te vé keny sé gek ben és te rep gya kor la to kon; 

3. sze mi ná riu mo kat lá to gas son a fu tu riz mus ról, prob lé mák ról és vi tás
kér dé sek ről; 

4. a ta nu lá si kész sé ge ket, pá lya vá lasz tá si is me re te ket és in ter per szo ná lis
ké pes sé geit egyé ni leg fej lessze; 

5. mély re ha tó vizs gá la to kat foly tas son cso por tos pro jek tek és mentorálás
ke re té ben. Ez a mo dell kü lö nö sen erő sen össz pon to sít a te het sé ges diá -
kok egyé ni fej lő dé sé re.

A Feldhusen és Kolloff (1979, 1986) ál tal ki fej lesz tett Purdue Há rom lép csős
Mo dell (Purdue Three-Stage Model) alap ve tően egy gaz da gí tó mo dell, és leg-
 gyak rab ban gyor sí tó prog ram ként – ezt a fo gal mat rész le te sen ké sőbb ele mez -
zük – va ló sul meg. A há rom lép csős mo dellt szá mos is ko lá ban al kal maz zák mint
Ta nul má nyi és Krea tív Gaz da gí tó Prog ra mot (Prog ram for Academic and Crea-
tive Enrichment – PACE). A mo dellt kis lét szá mú osz tá lyok ban ve tik be, ahol 8–
15 te het sé ges gyer mek ta nul. Az el ső ál lo más so rán a gyer me kek egy olyan tan-
 ter vet kö vet nek, amely a gon dol ko dá si kész sé gek re és az alap ve tő tan tár gyi
is me re tek re össz pon to sít, legalább két órá juk van egy hé ten, és le he tő ség sze rint
egy hé ten egy szer egy tel jes na pot együtt töl te nek. A gon dol ko dá si kész sé ge ket
és a tar tal mat ma gas szin ten és gyors ütem ben ta nul ják, amely meg fe lel a te het -
sé ge sek nek. A má so dik ál lo más so rán szé le sebb és konk ré tabb stra té giá kat 
ta nul nak. Ezek kö zé tar toz nak a könyv tá ri is me re tek, a krea tív prob lé ma megol -
dás, a jö vő be li ta nul má nyok és a ku ta tá si kész sé gek – ezek mindegyi ke a har ma -
dik ál lo más gya kor la tait ké szí ti elő, ame lyek pro jekt orien tált al kal ma zá sok a di-
á kok sze mé lyes ér dek lő dé si te rü le tein. A har ma dik ál lo más so rán a diá kok
ku ta tá si pro jek te ken dol goz nak, fej lő dé si felada to kat kap nak, és ezek a tö rek vé -
sek pre zen tá ció kat, pro duk tu mo kat vagy előadá so kat ered mé nyez nek. A har -
ma dik lép cső fok a va lós élet krea tív pro duk ti vi tá sát szi mu lál ja.
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2.1.2. A gaz da gí tás ke re te: a te het ség gon do zás komp lex cél rend sze re

So kan fog lal koz tak a te het ség gon do zó prog ra mok ter ve zé sé nek kér dé sei vel (vö.
Heller–Mönks–Sternberg–Subotnik 2000; Tóth L. 2008), azon ban a gya kor la tot
legin kább se gí tő el mé let Feger mun kás sá gá ból szár ma zik (vö. Ba logh–Polon -
kai–Tóth 1997). Az ál ta la meg fo gal ma zott cé lok – a gyer mek fej lő dé sé nek szem-
 pont já ra épít ve – tel jes kö rű vé te szik az is ko lai te het ség gon do zó prog ra mo kat.
A szer ző né ze teit a kö vet ke zők ben fog lal hat juk össze.

Te het ség gon do zó prog ra mok nagy szá má nak elem zé se ve ze tett ah hoz a kö-
 vet kez te tés hez, hogy a te het ség gon do zó in téz ke dé sek négy va rián sa kö zöt t a kö-
 vet ke ző kü lönb sé get ha tá roz zuk meg:

1. a te het sé ges gyer mek erős ol da lá nak tá mo ga tá sa,

2. a te het sé ges gyer mek gyen ge ol da lai nak fej lesz té se,

3. „megelő zés, lég kör ja ví tás, fog lal koz ta tá si te rá pia”,

4. olyan te rü le tek tá mo ga tá sa, ame lyek köz vet ve be fo lyá sol ják a te het ség ki-
 bon ta ko zá sát.

Rész le te seb ben:

1. A te het sé ges gyer mek erős ol da lá nak tá mo ga tá sa. Ezen be lül azo kat a szem-
 pon to kat ve szik fi gye lem be, ame lyek ti pi ku san a kü lön le ges adott sá go kat fe-
 je zik ki: a gyors fel fo gó ké pes sé get, a jó em lé ke zőte het sé get, a ta nu lás va la -
mely te rü le tén az in ten zív és gyors el mé lyü lést, il let ve spe ciá lis ké pes sé ge ket
(pl.: mű vé sze tek, sport, ma te ma ti ka stb.).

2. A te het sé ges gyer mek (te het ség gel össze füg gő) gyen ge ol da lá nak kiegyen lí té se.
Ezalatt „hiá nyos sá go kat” kell ér te nünk, ame lyek a te het ség fej lő dé sét meg ne -
he zí tik, vagy ép pen ség gel megaka dá lyoz zák. A gyen ge ol da lak – ál ta lá nos in-
 tel lek tuá lis te het ség ese té ben – va la mi fé le kie gyen sú lyo zat lan te het ség pro fil -
ban nyil vá nul nak meg; pél dául egy in tel li gen cia teszt csak nem min den
rész teszt jé ben kiemel ke dő tel je sít ményt nyújt a ta nu ló, és az egész teszt gyen -
ge ered mé nye egy rész teszt kö vet kez mé nye. Vagy az is ko lá ban összes sé gé ben
kiemel ke dő tel je sít mény mel lett egyet len tan tárgy ban sú lyos hiá nyok mu tat -
koz nak. Prob lé mák adód hat nak azon ban a ta nu lá si és a mun ka mód sze rek
vagy a mo ti vá ció te rü le tén is (Me ző–Me ző 2007). A gyen ge ol da lak szár maz -
hat nak to váb bá a ked ve zőt len kör nye ze ti fel té te lek ből; az ilyen gyen ge ol da -
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lak kiegyen lí té sé re al kal ma zott se gí tő in téz ke dé se ket pél dául az ún. kom pen -
zá ciós ne ve lés ke re té ben hajt ják vég re.

To váb bi cso por tot ké pez nek a te het sé ges „alul tel je sí tők”. Min de ne set re az
„alul tel je sí tés” csu pán egy szimp tó ma; meg kell ál la pí ta ni, mely té nye zők
okoz zák az alul tel je sí tést (Me ző–Miléné 2004). Az okfeltárás azt mu tat ja,
hogy e va riáns prog ram ja szá má ra részt ve vő ket fel de rí te ni és meg nyer ni ál-
 do za to sabb mun kát je lent, mint a te het sé ge sek erős ol da lai nak fej lesz té se.
A gyen ge ol da la kat pót ló lag diag nosz ti zál ni kell, hi szen a gyen ge ol da lak nak
olyan sok faj tá ja for dul hat elő, ame lyek mindegyi ke kü lön bö ző bá nás mó dot
igé nyel. En nek alap ján az a prog ram, amely a te het ség gel kap cso la tos gyen ge
ol da la kat akar ja meg szün tet ni, több nyi re te rá piai orien tált sá gú és in kább
pszi cho ló giai bá zi sú; sőt, gyak rab ban egye di se gít ség nyúj tás ban nyil vá nul
meg. Fon tos sze re pet ját sza nak e prob lé mák megol dá sá ban a te het ség kér dé -
sé vel fog lal ko zó ta nács adó ál lo má sok.

3. „Megelő zés, lég kör ja ví tás, fog lal koz ta tá si te rá pia.” A „megelő zés” a te het sé ges
ta nu ló ra irá nyul, és azt kell megaka dá lyoz nia, hogy a ked vét el ve szít se, és
hogy az alul kö ve te lés alap ján aszo ciá lis ma ga tar tás mód fej lőd jön ki ben ne.
A „lég kör ja ví tás” összes sé gé ben az osz tály ban ural ko dó szi tuá ció ra vo nat ko -
zik, és azt akar ja elér ni, hogy az át la got meg ha la dó ta nu ló a ma ga gyors és
több nyi re he lyes vá la szai val ne hogy el bá tor ta la nít sa a töb bie ket, vagy a ta-
 nárt bosszant sa azál tal, hogy a di dak ti kai kon cep ció ját túl gyor san át lát ta va-
 la ki.

4. Olyan te rü le tek tá mo ga tá sa, ame lyek köz vet le nül nem hat nak a gyer mek te-
 het sé gé nek fej lesz té sé re. Itt is mét egy olyan cso port ta lál ha tó, ame lyet va la -
mely is mer te tő jegy alap ján (mint ma gas in tel lek tuá lis ké pes ség, ze nei adott-
 ság, sport be li ké pes ség) hoz tak lét re, ezt kö ve tően azon ban a gon do zás olyan
te rü le te ken tör té nik, ame lyek ben a cso port ala kí tó is mer te tő je gyek je len ték -
te le nek. Pél dául a kiemel ke dő in tel lek tuá lis ké pes sé gek kel ren del ke ző gyer-
 me ke ket fes té szet ben, tánc ban vagy sí fu tás ban „tá mo gat ják”. Ilyes faj ta te het -
ség gon do zást ta lá lunk gyak ran a szü lői egye sü le tek te vé keny sé gé ben. 

2.1.3. A gaz da gí tás gya kor la ti fo gá sai az ok ta tás ban

Amint azt az elő zőek ben ki fej tet tük, a gaz da gí tás a te het sé ges ta nu lók szá má ra
el ső sor ban a meg szer zett is me re tek át gon dol tabb, ma ga sabb szin tű fel dol go zá -
sá ra, a gya kor la ti al kal ma zá sá ra va ló elő ké szí tést je len ti, a ko ráb ban be mu ta tott
mo del lek egyér tel műen meg fo gal maz zák eze ket. A ma gyar is ko lák nak pe dig
ép pen ezek ben van pó tol ni va ló juk, ezért a kö vet ke zők ben olyan kér dés kö rö ket



25

Ál ta lá nos alap fo gal mak

te kin tünk át, ame lyek se gí tik a gya kor ló pe da gó gu sok nak a gaz da gí tás tan órai
meg va ló sí tá sát.

2.1.3.1. A ta nu lók irá nyí tá sa a prob lé ma megol dó tech ni kák al kal ma zá sa so rán
Ha nem vol ná nak megol dás ra vá ró prob lé mák, az élet sok kal könnyebb vol na a
mo dern tár sa da lom ban, de egy ben vég te le nül unal mas, és ki hí vá sok nél kü li is
len ne. Ta nít vá nyaink ren ge teg prob lé má val fog ják szem be ta lál ni ma gu kat: rész-
 ben a min den na pi meg él he tés sze mé lyes gond jai val, rész ben tár sa dal miak kal,
ame lyek így vagy úgy foly ton ha tás sal van nak ránk, és ter mé sze te sen olyan
prob lé mák kal is, ame lyek töb bé-ke vés bé együtt jár nak min den fog lal ko zás sal.

A pe da gó gu sok felada ta az, hogy se gít sék a ta nu ló kat tu dá suk, jár tas sá guk és
a he lyes élet hez, a tár sa da lom ban vég zett ha té kony mun ká hoz elen ged he tet len
at ti tű dök fej lesz té sé ben. Az egyik leg fon to sabb do log, amit a diá kok nak el kell
sa já tí ta niuk, hogy mi ként old ja nak meg ön ál lóan egy-egy prob lé mát – azért,
hogy ké sőbb ké pe sek le gye nek a leg kü lön bö zőbb hely ze tek re sza bott prob lé ma -
megol dó tech ni ká kat al kal maz ni a sze mé lyes és a mun ka he lyi éle tük ben.

A prob lé mák megol dá sa nem egy sze rű vagy ter mé sze tes fo lya mat, nincs a
gén jeink be ír va, és nem is csu pán a „jó zan ész” hasz ná la tá nak kér dé se. A ha té -
kony prob lé ma megol dó tech ni kák meg ta nul ha tók, kö vet ke zés kép pen ta nít ha -
tók is. Ha min den kér dés re egy sze rűen a he lyes vá la szo kat ad juk meg a diák -
jaink nak, vagy egy min den prob lé má ra al kal maz ha tó, könnyű győ zel met ígé rő
megol dás sal lát juk el őket, nem ad juk meg ne kik az al kal mat ar ra, hogy ta nul ja -
nak és gya ko rol ják a prob lé ma megol dó fo gá so kat. Ha új prob lé má val vagy dön-
 tés hely zet tel szem be sül nek, nem fog ják tud ni, ho gyan kö ze lít se nek hoz zá, vagy
hogy ho gyan jus sa nak éssze rű kö vet kez te tés re.

Az élet szá mos hely ze te prob lé má kat vet fel, ami ket meg kell ol da ni. A prob -
lé ma bár mi lyen szi tuá ció ban je lent ke zik, fe szült sé get vagy bi zony ta lan sá got
kelt, és ez va la mi lyen krea tív vagy lo gi kus megol dást igé nyel. Ah hoz, hogy a fel-
ada tok kal meg tud junk bir kóz ni, egy ra cio ná lis és terv sze rű meg kö ze lí tés szük-
 sé ges – olyan, amely megol dá so kat ad ezek re a prob lé mák ra.

Az egyik ál ta lá no san hasz nált tech ni kát, ame lyet ilyen prob lé mák ese tén al-
 kal maz nak, prob lé ma megol dás nak hív ják. Ez az el já rás az in for má ciók össze-
 gyűj té sét, hasz no sí tá sát és el lenőr zé sét kí ván ja meg a cél ból, hogy meg ha tá roz -
has suk a meg fe le lő megol dást egy lé te ző prob lé má ra. A prob lé ma megol dó
meg kö ze lí tés egy szisz te ma ti kus fo lya mat, amely a kö vet ke ző alap lé pé se ket fog-
 lal ja ma gá ban:

1. A prob lé ma pon tos és világos meg fo gal ma zá sa.

2. A tárgy hoz kap cso ló dó té nye zők felis me ré se.
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3. A szük sé ges in for má ció össze gyűj té se.

4. A le het sé ges megol dá sok meg vizs gá lá sa.

5. Pró ba megol dá sok ki vá lasz tá sa.

6. A ja va solt megol dá sok ki pró bá lá sa, el lenőr zé se.

7. Ered mé nyek ér té ke lé se.

A prob lé ma megol dás hasz ná la ta mint irány mu ta tó el já rás szám ta lan előny-
nyel szol gál a pe da gó gus szá má ra. Fej leszt he ti a ta nu lá si mo ti vá ciót úgy, hogy a
ta nu ló kat a prob lé ma ön ál ló megol dá sá ra kész te ti, vagy olyan prob lé mák fel ve -
té sé vel, ame lyek őket ér dek lik. Ser kent he ti a ta nu ló kat ar ra, hogy sa ját tu dá su kat
és ké pes sé gei ket hasz nál ják. A leg több feladat a ta nu lók ké pes sé gei nek és tu dá -
sá nak szé les kö rét ve szi igény be. Eh hez a ta nu lók nak ta pasz ta la tok kal kell ren-
 del kez niük ar ról, ho gyan al kal maz zák tu dá su kat az új prob lé mák kal kap cso lat -
ban.

A prob lé ma megol dó tech ni kák cso por tos hasz ná la ta bá to rít hat ja a ta nu lók
ak tív rész vé te lét, és fej leszt he ti a ha té kony ta nár–diák mun ka kap cso la tot. Hasz-
 nos le het a ta nu lók tu dás szint jé hez iga zo dó be szél ge té sek kez de mé nye zé sé hez.
Az ak tív rész vé telt biz to sí tó kö zös cso por tos meg be szé lé sek, ame lyek so rán a ta-
 nu lók a ta nárt a cso port tag ja ként szó lít ják meg, se gít he tik a ta nu ló kat a prob lé -
ma meg fo gal ma zá sá ban.

2.1.3.2. Szó be li kér de zé si tech ni kák
„Jól kér dez ni annyi, mint jól ta ní ta ni.” Szók ra tész egyetér tett vol na ez zel az ál lí -
tás sal. Szók ra tész a kér de zé sen kí vül más el já rást nem hasz nált. A ta ní tás ban
ma, bár mennyi re megis mer tük, a szó be li kér de zés egy a né hány lé nye ges ta ní tá -
si el já rás kö zül. A szó be li kér de zés egy ered mé nyes út ah hoz, hogy ösz tö nöz zük
a ta nu ló mo ti vá ció ját és rész vé te lét. A kér de zés tám pon tot ad a ta nu lók ér de -
kelt sé gé hez. Ráadá sul, er re össz pon to sít hat juk a ta nu ló fi gyel mét és fej leszt het -
jük ér dek lő dé sét és kí ván csi sá gát.

A szó be li kér de zé si tech ni kák ered mé nyes hasz ná la ta le he tő sé get nyújt a 
ta nu lók nak az ön ki fe je zés gya kor lá sá ra, ugyanak kor megen ge di vál to za tok hoz-
 záadá sát a ta ní tá si órá hoz. A lo gi kai sor rend ben fel tett kér dé sek ösz tön zik a 
lo gi kus és kri ti kus gon dol ko dást, és gon dol ko dá si ké pes ség hez ve zet nek. A kér -
dé sek al kal ma zá sa a tu dás kü lön bö ző szint jei nek meg fe le lően a ta nu ló kat a gon-
 dol ko dás más-más szint jei re ve ze ti.

Egy fon tos ered mé nye a kér dé sek al kal ma zá sá nak az, hogy fel fe dez het jük az
egyes ta nu lók spe ciá lis ké pes sé geit és ér dek lő dé si kö rét. A ta nu lók gyak ran tesz-
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 nek szert spe ciá lis tu dás ra és ké pes sé gek re a hob bi ju kon, mun ka ta pasz ta la tu kon
vagy csa lá di te vé keny sé gü kön ke resz tül. Tud nunk kell hasz nál ni eze ket a spe ciá -
lis ké pes sé ge ket és ér dek lő dé se ket mint to váb bi esz kö zö ket a ta nu lás elő se gí té -
sé re.

A szó be li kér de zé si tech ni ká kat az alábbi cé lok ra kell tud nunk hasz nál ni:

• Be ve zet ni, össze gez ni vagy új ra te kin te ni egy lec két.
• Az elő zők ered mé nyét tisz táz ni.
• Fel fe dez ni a hiá nyos sá go kat.
• A köz pont ba ál lí ta ni az ol va sot ta kat.
• Fej lesz te ni a ta nu lók éles lá tá sát.
• Elő se gí te ni a ta nu lók megér té sét.
• Fej lesz te ni a ta nu lók ér té keit és szem lé le tét.
• Meg ta ní ta ni a diá kok nak, hogy hasz nál ják sa ját el kép ze lé sei ket ahe lyett,

hogy me mo ri zál nák a dol go kat.

A szó be li kér dé sek kö re lé nye ges kiér té ke lé si in for má ciót tud nyúj ta ni. Tesz-
 tel he tő a ta nu ló fel ké szült sé ge a ta na nyag ból (kér dé se ken ke resz tül meg tud juk
ál la pí ta ni, hogy elol vas ta-e és megér tet te-e az anya got). A kér dé sek so rán a lec ke
be ve ze té se, is mer te té se elő ze tes teszt ként szol gál hat a ta nu lók tu dá sá nak fel mé -
ré sé hez.

A kér dé sek hasz ná la ta köz ben a lec kék egyben azon na li vissza jel zést szol gál -
tat hat nak ar ról, hogy a ta nu lók ho gyan fej lőd nek. Be je gyez ve a kér dé se ket a lec -
ke össze fog la ló já ba, majd az új ra né zés ad hat egy rész le ges ér té ke lést a ta nu lók
ál tal teljesített ta nul má nyi cé lok ról.

2.1.3.3. Gaz da gí tá si le he tő sé gek a „brainstorming”, „buzz-csoport” 
és „kér dés do boz” se gít sé gé vel

Eze ket a tech ni ká kat a cso por tos ta nu lás, feladat megol dás meg könnyí té sé re ter-
 vez ték. E mód sze rek azál tal, hogy ak ti vi zál ják, il let ve in vol vál ják a diá ko kat, elő-
 se gí tik a krea tív gon dol ko zás ké pes sé gé nek fej lesz té sét.

Brainstorming
A brainstorming tech ni ká ja a krea ti vi tást, il let ve a diá kok be vo ná sát se gí ti elő a
ta nu lá si hely zet ben. Gyak ran hasz nál ják ter ve zé si tech ni ka ként. A diá kok elő-
 ször is a brainstorming se gít sé gé vel al ter na tív ja vas la to kat tesz nek, amit az tán a
ta nu lá si hely ze tek meg ter ve zé sé nél le het fel hasz nál ni. Ak kor a leg ha té ko nyabb,
ha a cso port nem túl nagy (12–15 fő a legelő nyö sebb), így min den ki nek le he tő -
sége nyí lik, hogy azo nos mér ték ben ve gyen részt a rö vid idő so rán (kb. 10-15
perc).
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A brainstormingot egy ve ze tő nek kell irá nyí ta nia. Ezek le he tünk mi, a ta nár,
vagy a cso port ál tal ki vá lasz tott diák. To váb bá szük ség van egy jegy ző re, aki a
ja va solt al ter na tí vá kat jegy zi le. Ezt a sze mélyt mi vagy a cso port ta gok vá laszt -
ják ki.

Igye kez zünk mi nél spe ci fi ku sabb té mát vá lasz ta ni a brainstorming-ülés szá-
 má ra. Ez se gí te ni fog ja a diá ko kat a té ma szét fo lyá sá nak megaka dá lyo zá sá ban.
Ugyanak kor meg kell győ ződ ni ar ról, hogy a té ma elég ért he tő a diá kok szá má ra
ah hoz, hogy meg tud ja nak bir kóz ni ve le. Bár mi lyen té mát vá lasz tunk, a brain-
storming-ülés előtt ala po san el kell ma gya ráz ni a diá kok nak. A kez de ti brain-
storming-ülés cél ja nem egy komp lex prob lé ma megol dá sa, ha nem olyan friss
öt le tek össze gyűj té se, ame lyek ből a ké sőb bi ter ve zés táp lál koz hat.

A brainstorming alatt az ér té ke lés és a kri ti ka nem megen ge dett. Az öt le tek
el bí rá lá sá ra ké sőbb ke rül sor. Min den, té má hoz tar to zó öt le tet szí ve sen fo ga -
dunk. Az al ter na tív vá la szok sok szí nű sé ge a ha té ko nyabb ter ve zést se gí ti elő.
A részt ve vő ket meg kér jük ar ra, hogy mi nél spon tá nabb mó don rea gál ja nak, a
vá la szaik „mi nő sé gét” ne na gyon mér le gel jék.

A diá kok nak el kell ma gya ráz ni a brainstorming cél ját, és hogy az ak tuá lis
ülés ho gyan mű kö dik. Ter mé sze te sen a könnyebb megér tés ked véért le het egy
pró bát is ten ni. Fi gyel mez tet het jük őket az eset le ges ke lep cék re is. Má sok ja vas -
la tá nak le szó lá sa és a be kia bált kri ti kák aláás hat ják a brainstorming fo lya ma tát,
és el ve he tik má sok ön bi zal mát.

A ve ze tő fe le lős sé ge az ak tuá lis brainstorming-ülés fi gye lem mel kí sé ré se.
A ve ze tő nek amennyi re csak le het, a hát tér ben kell ma rad nia, de ha kell, öt le tek -
kel kell ser ken te nie a gon dol ko dást és a vá la szo kat. Vi gyáz ni kell, hogy mi nél ke-
 ve sebb ne ga tív vagy ér té ke lő köz be szó lás han goz zon el.

A diá kok meg fe le lő rá han go lá sa a brainstorming fo lya ma tá ra elő se gí ti, hogy
az ülés ne csússzon ki a ke zünk ből.

Elő se gí ti, hogy (1) a diá kok ko mo lyan ve gyék a té mát, (2) a diá kok ne té vesz-
szék össze a spon ta nei tást os to ba sá gok kal (kép te len sé gek kel), (3) és hogy ne
csak pár diák do mi nál jon az ülés alatt. Ha csak pár em ber ont ja ma gá ból az öt le -
te ket, né ha egy-két biz ta tó pil lan tás is ak ti vi zál hat ja a csen de sebb diá ko kat.

A jegy ző nek az a felada ta, hogy a brainstorming-ülés alatt el hang zó ja vas la -
to kat le je gyez ze. Ál ta lá ban a táb lá ra szok ták fel je gyez ni az öt le te ket, hogy min-
 den ki szá má ra lát ha tó le gyen, il let ve a ké sőb bi ér té ke lés so rán le gyen mi re tá-
 masz kod ni.

Miu tán vé ge a brainstorming-ülésnek, meg kér jük a jegy zőt, hogy szá mol jon
be az el hang zott ja vas la tok ról. Ez tör tén het írás ban és szó ban is.

A brainstorming tech ni ká nak van nak kor lá tai, de ezek kö rül te kin tő ter ve -
zés sel és ve ze tés sel könnyen le küzd he tők. A fo lya mat ered mé nyes sé ge at tól
függ, hogy a diá kok ho gyan vol tak orien tál va az adott fo lya mat ra és té má ra.
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A brainstorming tech ni ká nak a részt ve vők re gya ko rolt sti mu lá ló ha tá sa sok szor
fon to sabb, mint azok az öt le tek, ame lye ket e mód szer se gít sé gé vel ka punk.

„Buzz-csoport”
Az egyik leg gyak rab ban hasz nált, ta nu lást se gí tő tech ni ka a „buzz-csoport”. Ezt
a mód szert ere de ti leg a Phi lips cég fej lesz tet te ki, ezért azóta gyak ran „Phi lips
66” mód szer ként em le ge tik, ugyanis al kal ma zá sa kor 6 perc re és egy 6 ta gú cso-
 port ra van szük ség.

Ah hoz, hogy a diá ko kat mi nél job ban be von juk a meg be szé lés be, il let ve mi -
nél töb ben ta nul ja nak az el hang zott ja vas la tok ból, az osz tályt 6 fős cso por tok ra
le het osz ta ni. Elő ször is el kell ma gya ráz ni a cso port nak a kér dést, ame lyet majd
meg kell vá la szol niuk. Fon tos, hogy meg győ ződ jünk ar ról, min den ki megér tet te
a meg vi ta tan dó kér dést. Ha nem min den ki ér tet te meg, ak kor eb ből a to váb -
biak ban még sok prob lé ma szár maz hat.

Ha pél dául a diá kok bi zony ta la nok ab ban, hogy a vi ta tár gya az, hogy mi lyen
le gyen az is ko lai egyen ru ha, vagy hogy van-e jo ga az is ko lá nak egyen ru ha vi se -
lé sét előír ni, ak kor a leg több idő ar ra megy el, hogy el dönt sék, egyál ta lán me lyik
kér dést kell meg vi tat ni, ahe lyett, hogy ma gá val a té má val fog lal koz ná nak.

A vá lasz tott té má nak jól be ha tá rol ha tó nak kell len nie ah hoz, hogy min den as-
 pek tu sát meg le hes sen vizs gál ni. Ugyanak kor egy sze rű nek kell len nie, hogy a
ren del ke zés re ál ló rö vid idő ele gen dő le gyen a diá kok nak a té ma meg vi ta tá sá ra.

Meg kell kér ni min den cso por tot, hogy vá lasszon egy ve ze tőt és egy jegy zőt.
A diá kok ér té kes ta pasz ta la tot nyer het nek egy kom pe tens ve ze tő és jegy ző

ki vá lasz tá sá val, ami ugyanak kor fe le lős ség is. Le het nek azon ban olyan ese tek is,
ami kor ne künk kell köz be lép ni. Pél dául van nak olyan gye re kek az osz tály ban,
aki ket so ha sem vá lasz ta nak ve ze tő nek. Mi vi szont megad hat juk ezek nek a diá -
kok nak a le he tő sé get ar ra, hogy fej lesszék ve ze tői po ten ciál ju kat, vagy gya ko rol -
ják a cso port hoz va ló be széd ké pes sé gét.

A diá kok nak elő ze te sen fel kell hív ni a fi gyel mét a ve ze tő és a jegy ző fe le lős -
ség tel jes mun ká já ra. Meg kell ér te niük, hogy a ve ze tő felada ta, hogy a cso port a
té má nál ma rad jon, illetve min den cso port tag részt ve gyen a vitában. Ugyanak -
kor ki kell emel ni a jegy ző mun ká já nak fon tos sá gát is, ami a meg vi ta tott kulcs-
 pon tok és a meg ho zott dön tés pon tos le jegy zé sé ből, illetve ezen in for má ciók
egész cso port nak va ló felol va sá sá val jár .

A vi tá nak az elő ze te sen meg be szélt rö vid idő alatt kell le zaj la nia.
A ve ze tő nek biz tat nia kell a ke vés bé ag resszív diá ko kat, hogy ve gye nek részt

a vi tá ban, ne hogy né hány, jó ver bá lis ké pes sé gek kel ren del ke ző diák át ve gye az
irá nyí tást a vi tá ban, és így megaka dá lyoz za a cso port in terak ciót.

A vi ta alatt jó, ha kör be já runk a cso por to kon és fi gyel jük a fo lya ma tot. Ha
szük sé ges, egy-két szó val biz tat hat juk a ve ze tőt, hogy fi gyel jen oda min den
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cso port tag rész vé te lé re, vagy hogy irá nyít sa vissza az ere de ti té má hoz a cso-
 por tot.

Miu tán le zár juk az ülést, meg kér jük a cso por tok jegy zőit, hogy össze gez zék
cso port juk vi tá ját az egész osz tály szá má ra. A „buzz-csoport” jó mód szer ar ra,
hogy az egyé ni rész vé telt és a krea tív gon dol ko dást ser kent sük min den egyes
cso port tag ban, illetve a diá kok kö zöt ti in terak ciót fej lesszük.

Kér dés do boz
A kér dés do boz ér dek lő dést sti mu lá ló tech ni ka, amely nek több al kal ma zá si le he -
tő sé ge van, mint azt ál ta lá ban gon dol nánk. Vi szony lag könnyen al kal maz ha tó
esz köz, ame lyet egy krea tív ta nár kü lön bö ző szi tuá ciók hoz iga zít va va riál hat.

A diá ko kat ar ra biz tat juk, hogy ír ják le egy bi zo nyos té má val kap cso la tos
kér dé sei ket, és he lyez zék el egy do boz ban egy meg ha tá ro zott idő ben. Ez a tech-
 ni ka kü lö nö sen ak kor hasznos, ami kor egy ké sőb bi vi tá hoz aka runk kér dé se ket
gyűj te ni és ke vés időnk van, il let ve a diá kok nak idő re van szük sé gük kér dé seik
át gon do lá sá hoz.

Ugyanak kor a kér dés do boz tech ni ka le he tő sé get ad a diá kok nak ar ra, ha
név te le nül kíván nak köz re mű köd ni. Így nem kell za var ba jön niük a ja vas la taik
miatt, vagy hogy a cso port előtt kell be szél niük. Egy meg ha tá ro zott idő ben a vá-
 la szo kat össze gyűj tik és ren de zik a to váb bi fel hasz ná lás hoz.

Ami kor a kér dés do boz tech ni kát hasz nál juk, fon tos, hogy a diá kok megért -
sék, miért tesz nek fel kér dé se ket (mi lyen cé lok eléré sé ben se gí ti őket ez a tech ni -
ka) és mit kell ten niük. Ha nin cse nek meg fe le lően tá jé koz tat va, le het, hogy
egyál ta lán nem vá la szol nak, vagy eset leg a tárgy hoz nem kap cso ló dó kér dé se ket
tesz nek fel. Pél dául le het, hogy ál lí tá so kat ír nak fel, ami kor kér dé se ket kel lett
vol na fel ten niük a meg fe le lő em ber nek.

A kér dés do bozt a kö vet ke ző for mák ban hasz nál hat juk:

• A diá kok fel tett kér dé seit a ké sőb biek ben egy szak em ber fog ja meg vá la -
szol ni. A kér dé se ket cso por to sít va átad juk a vá lasz adó nak, aki így ha té ko -
nyab ban ter vez he ti meg vá la szait.

• A név te le nül leírt ál lás pon to kat ké sőbb kez dő lé pés ként egy vi tá ban fel-
 hasz nál hat juk.

• A diá kok vá la szai kat két do boz ban is el he lyez he tik: egyik be a „mel let te”, a
má sik ba az „el le ne” szó ló meg jegy zé se ket te he tik. Ez meg könnyí ti az ösz-
szeg zést, il let ve gon dol ko dás ra és dön tés re ösz tön zi a diá ko kat a vá lasz -
adás előtt.
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2.1.4. Tan terv ké szí tés te het sé ge sek nek

A te het sé ge sek szá má ra meg fe le lő tan terv összeál lí tá sá nak lehetőségét vizs gál va
szá mos kér dést ér de mes fel ten ni. Eze ket a kér dé se ket ala po san meg kell fon tol -
ni, mie lőtt to vább lé pünk a tan terv kiala kí tá sá ban (Polonkai 1999; VanTassel-
Baska 1993):

1. Mi le gyen a te het sé ge sek szá má ra összeál lí tott tan terv tar tal ma? Anya gá -
ban is más nak kell-e len nie a töb bi ta nu ló tan ter vé nél, vagy csu pán más-
 képp kell felépí te ni? A te het sé ge sek tan ter vé nek összeál lí tá sát a nem ze ti
szab vány nak kell-e be fo lyá sol nia, vagy et től el té rő úton kell ha lad nia?

2. Ho gyan ke zel jük a kri ti kus és a krea tív gon dol ko dást, a prob lé ma megol -
dást és a dön tés ho za talt – mint ön ma guk ban ál ló tar tal ma kat, vagy mint a
már meg lé vő tar tal mi te rü le tek fe dő ré te gét?

3. Meg tud juk-e ha tá roz ni kel lő pon tos ság gal és egyér tel műen, hogy mit ér-
 tünk a te het sé ge sek szá má ra összeál lí tott tan terv „meg kü lön böz te té sén”? 

4. A ta nu lók mely cso port já nak ter vez zük a tan ter vet – csu pán a ma gas szin-
 ten tel je sí tők szá má ra, vagy a diá kok egy szé le sebb ská lá já nak, akik annyi -
ra el té rőek le het nek pro fil juk ban, hogy az él mé nyek egy meg ter ve zett cso-
 port ja eset leg nem meg fe le lő a szük ség le teik nek?

5. Ho gyan ál lít hat juk sor ba a tan terv él mé nyeit úgy, hogy azok ma xi má lis
ta nu lást biz to sít sa nak a ta nu lók szá má ra?

6. Ho gyan tud juk a le he tő leg ha té ko nyabb vál toz ta tá so kat vég re haj ta ni a te-
 het sé ge sek tan ter vé ben – új tan terv ki fej lesz té sé vel és al kal ma zá sá val,
kép zés sel, vagy a tan terv al kal ma zá sá nak meg fi gye lé sé vel?

A te het sé ges ta nu lók szá má ra meg fe le lő tan terv ké szí té sé hez holisztikusan
kell fog lal koz ni az el mé le ti alap el vek meg fe le lő gya kor lat ba tör té nő átül te té sé -
nek kér dé sé vel, vagyis, hogy a te het sé ge sek ok ta tá sa tel jes, ne tö re de zett le gyen.
Ezt ak kor ér het jük el, ha az aláb bi leg fon to sabb ele mek re össz pon to sí tunk:

1. A te het sé ges gyer me kek a töb bi gyer mek től el té rő ütem ben ta nul nak, és
en nek az ütem nek az össze han go lá sa kulcs fon tos sá gú a fej lő dé sük szem-
 pont já ból (Keating 1991). To váb bá, az ütem vagy a ha la dá si se bes ség el té -
ré sei olyan na gyok le het nek, hogy meg kü lön böz te tést tesz nek szük sé ges -
sé a kép zés tí pu sá ban és fo ká ban is.
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2. A te het sé ges gyer me kek a ta nu lás kulcs te rü le tein mély ség re vágy nak.
A pe da gó gu sok ezt a szük ség le tet az „is me ret gya ra pí tás sal” elé gí tet ték ki,
amely ál ta lá ban a tan terv egy fe lü le tes kel lé ke. A mély ség kér dé sét nem le -
het eb ből a meg kö ze lí tés ből megol da ni. Azon ban meg le het ol da ni úgy, ha
a ta nu lás kulcs fon tos sá gú te rü le teit meg vizs gál juk lé nye gük, mag juk és
hoz zá tar to zó fo gal maik te kin te té ben, és a te het sé ges gyer me kek kel együtt
szók ra té szi esz kö zök kel fel tár juk, hogy me lyek ezek a kulcs fo gal mak, és
ho gyan kap cso lód nak a ta nu lás te rü le tei hez. A te het sé ges gyer me kek nek
szük sé gük van ar ra a ki hí vás ra és ösz tön zés re, hogy együtt tölt sék min den
is ko lai nap legalább egy ré szét, olyan el vá rá si szin tek kel, ame lyek elég ma-
 ga sak ah hoz, hogy po ten ciá lis ké pes sé gei ket pró bá ra té ve meg pró bál ja -
nak ele get ten ni azok nak. A ma gas el vá rá si szint nem azt je len ti, hogy
több mun kát vár nak el ala cso nyabb ne héz sé gi szin ten, ha nem in kább vég
nél kü li mun kát a mű kö dés össze tett szint jein. Eb ben az ér te lem ben a te-
 het sé ge sek szá má ra az ér tel mes feladat az, amely egy re több fel tá rás ra vá -
ró kér dést vet fel, és fo lya ma tos vizs gá lat hoz ve zet egyé ni vagy kis  cso por -
tos fog lal ko zás ban. Eze ket az el vá rá so kat csak olyan kör nye zet ben le het
felál lí ta ni és mű köd tet ni, ahol a gyer me kek ha son ló ké pes ség- és megér té -
si szin ten van nak. Így te hát a te het sé ges gyer me kek cso por to sí tá sa kulcs-
 fon tos sá gú vá vá lik. 

A te het sé ges gyer me kek nek is ko lai éveik alatt vé gig szük sé gük van prog ra -
mok ra és szol gál ta tá sok ra. Te het sé gük gyak ran már há rom éves kor ban meg-
 nyil vá nul, és fo lya ma tos ápo lást igé nyel et től az idő től kezd ve. 

VanTassel-Baska (1993) megal kot ta a tan terva lap el vek lis tá ját, ame lyek kö -
zül né hány ál ta lá nos, né hány a te het sé ge sek szá má ra meg fe le lő nek ítélt konk rét
tan ter vi meg fon to lá so kat tük röz.

A te het ség prog ra mok ki dol go zá sá hoz hasz ná la tos tan ter vi alap el vek lis tá ja

Ál ta lá nos alap el vek

1. Foly to nos ság – a ta nu lá si te vé keny sé gek egy jól kö rül ha tá rolt cso port ja,
amely megerő sí ti a konk re ti zált tan ter vi célt.

2. Sok fé le ség – egy konk re ti zált tan ter vi ke re ten be lül meg ha tá ro zott cé lok el-
éré sé re szol gá ló al ter na tív esz kö zök kí ná la ta.

3. In teg rá ció – min den ké pes ség in teg rált al kal ma zá sa, be leért ve a kogníciót, az
ér zel me ket és az in tuí ciót.
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4. Lé nye gi ta nu lás – a ta nu ló és a tan tárgy szem pont já ból lé nye ges anyag, kész-
 sé gek, ered mé nyek és tu da tos ság be fog la lá sa.

5. A jó ta ní tá si/ta nu lá si me to do ló giák kal va ló egye zés – kü lön bö ző ta ní tá si
gya kor la tok be fog la lá sa, ame lyek fi gye lem be ve szik a mo ti vá ciót, a gya kor la -
tot, a kép zés átirá nyí tá sát és a vissza jel zést.

6. A tár sak kal és fon tos egyé nek kel va ló köl csön ha tás – le he tő ség az olyan em-
 be rek kel va ló ta lál ko zás ra, vagy a ró luk va ló ta nu lás ra, akik ugyanaz zal vagy
más te het ség gel ren del kez nek.

7. Ér ték rend szer – ál lan dó le he tő ség biz to sí tá sa a sze mé lyes és a szo ciá lis ér té -
kek kiala kí tá sá ra és vizs gá la tá ra, va la mint a sze mé lyes ér ték rend szer kiala kí -
tá sá ra.

8. Kom mu ni ká ciós kész sé gek – ver bá lis és nem ver bá lis rend sze rek és kész sé -
gek ki fej lesz té se az el kép ze lé sek meg vi ta tá sá ra, megosz tá sá ra és ki cse ré lé sé -
re.

9. Több szö rös erő for rás – vál to za tos anya gi és em be ri erő for rá sok biz to sí tá sa a
ta nu lá si fo lya mat ré sze ként.

A te het sé ge sek tan ter vé nek spe ciá lis alap el vei

1. Test resza bott ság – a te het sé ges diá kok ké pes sé gei nek, ér dek lő dé sé nek, szük-
 ség le tei nek és ta nu lá si stí lu sá nak fel mé ré sé re épü lő tan terv.

2. Nyi tott ság – az elő re felál lí tott el vá rá sok meg szün te té se, ame lyek kor lá toz zák
a ta nu lást a tan ter vi ke re te ken be lül.

3. Füg get len ség – le he tő ség bi zo nyos tí pu sú ön ál ló irá nyí tá sú ta nu lás ra.

4. Komp le xi tás – le he tő ség is me ret rend sze rek, mö göt tük meg hú zó dó alap el vek
és fo gal mak, va la mint a diá kok ta nul má nyai hoz szo ro san kap cso ló dó kulcs-
 fon tos sá gú el mé le tek megis me ré sé re.

5. Tár gyak kö zött átíve lő ta nu lás – le he tő ség a ta nu lás más tu dás te rü le tek re, új
hely ze tek re stb. tör té nő átirá nyí tá sá ra.

6. Dön tés ho za tal – se gít ség a diá kok szá má ra meg fe le lő/re le váns dön té sek
meg ho za ta lá hoz, a ta nu lan dó dol gok ra és a ta nu lás mód já ra vo nat ko zóan.
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7. Al ko tás/új raal ko tás – se gít ség a krea tív fo lya ma tok al kal ma zá sá ban a már
meg szü le tett al ko tá sok fej lesz té sé re és mó do sí tá sá ra, va la mint a fennál ló el-
 kép ze lé sek meg kér dő je le zé sé re és meg fe le lőbb megol dá sok ta lá lá sá ra.

8. Idő zí tés – a ta nu lá si te vé keny ség re szánt idő rö vi debb/hosszabb sza ka szok -
ra va ló felosz tá sa, amely meg fe lel a te het sé ges ta nu ló tu laj don sá gai nak.

9. A tar ta lom ak ce le rált/ha la dó üte me zé se – le he tő ség a te het sé ges diá kok
gyor sa sá gá nak és rá ter mett sé gé nek kibontakozására az új anyag el sa já tí tá -
sá ban.

10. Gaz da sá gos ság – a ta na nyag össze sű rí tett és mo dern meg szer ve zé se, hogy
meg fe le lő le gyen a te het sé ges diá kok ka pa ci tá sá nak.

11. Ki hí vás – ma gas szin tű ta nu lá si él mény biz to sí tá sa, amely meg kö ve te li a te-
 het sé ges diá kok tól, hogy ki ter jesszék megér té sü ket.

2.2. Gyor sí tás

Már a gaz da gí tás Passow ál tal ki dol go zott és fen tebb be mu ta tott rend sze ré ben
fel tűnt a „tem pó ban tör té nő gaz da gí tás”, amely ar ra épül, hogy a te het sé ges ta-
 nu lók gyor sab ban, töb bet ké pe sek fel dol goz ni, tel je sí te ni. Ezt a szem pon tot ki-
 ter jesz tet ték a te het ség gon do zás egész rend sze ré re, s így jött lét re a gyor sí tás 
fo gal ma. En nek lé nye ge, hogy a te het sé ges ta nu lók ál ta lá ban gyor sab ban fej lőd -
nek, mint tár saik, s ezért biz to sí ta ni kell ré szük re azo kat a ke re te ket, ame lyek le-
 he tő vé te szik az egyé ni tem pó ban (gyor sab ban) va ló ha la dást. Sok fé le for má ja
ala kult ki a gyor sí tás nak, itt a leg fon to sab ba kat so rol juk fel Feger (1997) összeg-
 zé se alap ján.

• Ko ráb bi is ko la kez dés. Nagy kü lönb sé gek le het nek a fej lő dés ben már a gye-
 rek kor ban, s ez alap ján nemegy szer elő for dul, hogy az ál ta lá no san szo ká -
sos élet kor (6–7 éves kor) előtt el kez di a gye rek is ko lai ta nul má nyait. Ter-
 mé sze te sen kö rül te kin tő is ko la érett sé gi vizs gá la tok je len tik a ga ran ciát a
té ve dés el ke rü lé sé hez.

• Osz tályát lép te tés. A gyor sabb fej lő dés és az eh hez kap cso ló dó na gyobb tel-
 je sít mény az is ko lai évek alatt is jel le mez he tik a te het sé ges ta nu ló kat. Ha ez
min den tan tárgy ban jel lem zi a diá kot, és idő előtt ké pes a kö ve tel mé nye ket
tel je sí te ni, ak kor él ni kell ez zel a le he tő ség gel is.

• D-típusú osz tá lyok. Ezek lé nye ge, hogy össze vá lo ga tott te het sé ges gye re -
kek kel rö vi debb idő alatt (pél dául négy év he lyett há rom év alatt) tel je sí tik
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az ál ta lá nos is ko la fel ső ta go za tá nak tan tár gyi kö ve tel mé nyeit (vö. Nagy
2000).

• Ta nul má nyi idő le rö vi dí té se. A te het sé ges diák fo lya ma tos ma gas szin tű
tel je sít mé nye le he tő vé te szi azt is, hogy az egész is ko lai időt (8 év, 12 év) rö-
 vi debb idő alatt tel je sít se.

• Egye te mi ta nul má nyok idő előt ti el kez dé se. Ez két for má ban is le het sé ges.
Az egyik, hogy a ta nu ló ta nul má nyi ide je le rö vi dí té sé vel a szo ká sos élet kor
előtt tel je sí ti a kö zép is ko lai kö ve tel mé nye ket, s így ha ma rabb fel vé telt
nyer het a fel ső ok ta tás ba. A má sik le he tő ség, hogy egy-egy spe ciá lis szak te -
rü le ten (pl. ma te ma ti ka, ze ne) a kö zép is ko lai ta nul má nyok mel lett már
foly tat ja az egye te mi ta nul má nyait is.

A te het ség gon do zás ha té kony sá gá nak nö ve lé sé hez na gyobb gon dot kell for-
 dí ta ni ezek re a for mák ra is, hi szen el len ke ző eset ben aka dá lyoz zuk a te het ség ki-
 bon ta ko zá sát. A gyor sí tás egy sze rűen az az el ha tá ro zás, hogy ne a kor le gyen az
a kri té rium, amely meg ha tá roz za, hogy egy egyén mi kor fér het hoz zá a konk rét
tan ter vi vagy ta nul má nyi ta pasz ta la tok hoz. Ezt az alap el vet he lyes lik és meg kér -
dő je lez he tet le nül al kal maz zák is a mű vé sze tek és a sport te rü le tén. Na gyon ke -
vés zon go ra óra vagy sí ok ta tás szól pél dául csu pán nyolcéve sek nek. A kor sze rin -
ti ok ta tá si cso por to sí tás ról eze ken a te rü le te ken nem is hal lot tak. Ehe lyett az
ok ta tók meg pró bál nak rá jön ni, hogy a gyer mek mit tud, és mit nem, majd ezek
után kez de nek el dol goz ni ve lük olyan szin ten, amely egy pi ci vel meg ha lad ja tu-
 dás szint jü ket; azon a szin ten, ame lyen az ok ta tá si és fej lő déspszi cho ló gia te rü le -
tén vég zett ku ta tá sok sze rint az em be rek a leg job ban ké pe sek ta nul ni (Benbow
1991). Eze ken a te rü le te ken nem hall ha tunk ag go dal mas han go kat a ké pes ség
sze rin ti cso por to sí tás miatt. Ak kor miért ag gó dunk annyit a kom pe ten cia alap-
 ján tör té nő cso por to sí tás miatt, ami kor a szó ban for gó te rü let az ol va sás vagy a
ma te ma ti ka? Min den ha son ló ko rú gyer me ket egy ol va sás cso port ba ten ni ha-
 son ló ah hoz, mint ami kor ugyanolyan mé re tű ci pőt ve szünk min den ha son ló
ko rú diák nak. Az em be rek nem ennyi re egy for mák. Min den kor ban nagy mér -
ték ben kü lön bö zünk egy más tól mé ret ben, fi zi kai és szel le mi fej lő dés ben, érett-
 ség ben stb. Ha azt akar juk, hogy az ok ta tás ha té kony le gyen, a pe da gó gu sok nak
rea gál niuk kell ezek re a kü lönb sé gek re (Benbow–Lubinski 1994; Lubinski–Ben-
bow 1995).
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2.3. Ha té kony dif fe ren ciá lás a te het ség gon do zás ban

A diffe ren ciá lás ma gá tól ér te tő dően alap ve tő as pek tu sa a ha té kony te het ség gon -
do zás nak (Polonkai 2002). A jó ké pes sé gű gye re kek is igé nyel nek mó do sí tást a
stan dard tan terv hez ké pest, a kiemel ke dő ké pes sé gűek nek pe dig a nor má tól lé-
 nye ge sen el té rő felada tok ra is szük sé gük van. Az óra terv ké szí té se kor a ta nár nak
ér de mes az órán nyúj tott kü lön bö ző tel je sít mény re is fel ké szül nie a kü lön bö ző
adott sá gok és ké pes sé gek függ vé nyé ben. A felada tok kiala kí tá sá val ösz tö nöz nie
kell a gye re ke ket mi nél jobb tel je sít mény re. En nek a mód szer nek azért van kü lö -
nös je len tő sé ge, mert van nak olyan osz tá lyok, ahol ar ra fek te tik a hang súlyt,
hogy min den gye rek egy mi ni mum szin tet tel je sít sen, ezért a leg te het sé ge seb bek
is ugyanilyen ala csony szin ten tel je sí te nek. A diffe ren ciá lás sok fi gyel met kap az
ok ta tás vi lá gá ban, és lé nye gé ben az egyé ni kü lönb sé gek felis me ré sé re va ló tö-
 rek vést és olyan szer ve ze ti stra té giák ke re sé sét, al kal ma zá sát je len ti, ame lyek
szem előtt tart ják az egyé ni kü lönb sé ge ket a fej lesz té si fo lya mat ban, ugyanak kor
az in teg rá ció fej lesz té si el vé re is te kin tet tel van nak (Turmezeyné 2008). A nap -
jaink ban el ter jedt új fo ga lom, az adap tív ok ta tás is er re épül. Ahogy ezt M. Ná-
dasi Má ria (2001), a szak te rü let ki vá ló ha zai ku ta tó ja meg fo gal maz ta: „A diffe -
ren ciá lás és az egyé ni sa já tos sá gok ra te kin tet tel szer ve zett egy sé ges ok ta tás
együt tes al kal ma zá sa kö zös ter mi no ló giá val adap tív ok ta tás nak ne vez he tő.”
(i. m., p. 40).

2.3.1. A diffe ren ciá lás alap jai a ta nu lói sze mé lyi ség ben

Min den ta nu ló más faj ta sze mé lyi ség, így va ló já ban min den sze mé lyi ség jel lem -
zőt fi gye lem be kel le ne ven nünk a diffe ren ciált ké pes ség fej lesz tés hez. Ez azon-
 ban a gya kor lat ban ki vi te lez he tet len, így cél sze rű a sze mé lyi ség ele mek szű kebb
kö rét meg je löl ni. Ter mé sze te sen azo kat, ame lyek kel lő ka pasz ko dó kat je lent het -
nek a diffe ren ciá lás hoz a ta ní tá si-ta nu lá si fo lya mat ban (vö. M. Nádasi 2001).

A) Az új is me re tek fel dol go zá sá hoz vagy az is me re tek al kal ma zá sá hoz szük sé -
ges tu dás, mű ve le ti ké pes sé gek szín vo na la. Bi zony itt szé les a ská la. Egyik ol da lon
van nak azok a ta nu lók, akik meg fe le lő is me re tek kel és mű ve le ti kész ség gel ren-
 del kez nek. A má sik vég pon tot azok je len tik, akik nek ko moly hiá nyos sá gaik
van nak, olyannyi ra, hogy az ön ál ló fel dol go zás út ján elin dul ni sem ké pe sek.
A ket tő kö zött to váb bi cso por tok ta lál ha tók – a hiá nyos sá gok mér té ké től füg-
 gően. A gya kor lat ban ez a szem pont ér vé nye sül a leg több ször, to váb bi lé nye ges
ele mek már ke vés bé felis mer he tők.

B) A ta nu lás ra va ló ké szen lét sa já tos sá gai. Óriá si kü lönb ség van a ta nu lók
kö zött ab ból a szem pont ból, hogy mennyi re ké szek részt ven ni a ta ní tá si-ta nu lá -
si fo lya mat ban. A ta nu lók egy ré sze mo ti vált a ta nu lás ra, de so kan van nak, akik-
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 ben alig van haj lan dó ság e mun ká ra. Ez utób bi nak sok fé le oka le het. Bár ezek kel
most nem fog lal ko zunk rész le te sen, még sem sza bad e té nye zőt fi gyel men kí vül
hagy ni. Biz tos, hogy nem le het si ke res a ké pes ség fej lesz tés, ha nincs meg a ta nu ló -
ban a ta nu lás hoz va ló meg fe le lő vi szony. Nincs más megol dás, mint a ne he zen
ak ti vi zál ha tók nál fo koz ni az egye di ér zé keny sé get, mo ti vált sá got (Ba logh 2004,
2006).

C) Az ön ál ló mun ka vég zés hez szük sé ges fel té te lek meg lé te a ta nu ló ban. Na gyon
fon tos szem pont ez a diffe ren ciá lás hoz, hi szen hiá ba akar juk ön ál lóan dol goz tat -
ni a gye re ket – bár ez a diffe ren ciá lás egyik leg főbb mun ka for má ja –, ha hiá nyoz -
nak eh hez a fel té te lek.

Ter mé sze te sen itt is szé les a ská la az ön ál ló mun ká ra ké pe sek cso port já tól a
rend sze res se gít ség re szo ru ló kig. Me lyek a főbb pa ra mé te rek ezen szem pont meg-
íté lé sé hez?

• Feladat ér té si ké pes sé gek szint je.
• Feladat megol dó mű ve le ti ké pes sé gek fej lett sé ge.
• Jár tas ság a mun ka esz kö zök hasz ná la tá ban.
• Prob lé ma hely zet ben ho gyan vi sel ke dik a ta nu ló?
• Tö rek szik-e a gye rek a ja va solt mun ka me net meg tar tá sá ra?
• Egyé ni mun ka tem pó.

Eze ket a jel lem ző ket az elő ze tes is ko lai ta pasz ta lat dön tően be fo lyá sol ja, et től
függ el ső sor ban a fej let tségük. Ez a tény ar ra is fel hív ja fi gyel mün ket, hogy nem-
 csak be mér ni, ha nem fo lya ma to san fej lesz te ni is kell eze ket a sze mé lyi ség jel lem ző -
ket a ta ní tá si-ta nu lá si fo lya mat ban.

D) Fej lett ség az együtt mű kö dés te rén, a tár sas hely zet jel lem zői. A diffe ren -
ciá lás le he tő sé geit – kü lö nö sen an nak cso por tos for máit – az is be fo lyá sol ja,
hogy mi lyen fej let tek a ta nu ló szo ciá lis ké pes sé gei, és hogy hol he lyez ke dik el az
osz tály szo cio met riai struk tú rá já ban. Ez zel össz hang ban cél sze rű meg vá lo gat ni
a diffe ren ciá lás for máit, esz kö zeit.

2.3.2. A diffe ren ciá lás ál ta lá nos esz kö zei

A ta ní tá si-ta nu lá si fo lya mat ban al kal maz ha tó esz kö zök nek, mód sze rek nek gaz-
 dag a tár há za, s ezek nek ma is jól hasz no sít ha tó össze fog la lá sát ad ja Pet ri né és
Mé szöly né (1982) a „Diffe ren ciált osz tály mun ka, op ti má lis el sa já tí tás a gya kor -
lat ban” cí mű könyv ben. Az 1. táblázatban be mu ta tott diffe ren ciá lá si for mák a
ta nu lók min den ré te gé nél jól hasz nál ha tók a ha té kony fej lesz tés hez; ter mé sze te -
sen van nak a te het sé ge sek szá má ra ki tün te tett for mák, ezek kel a ké sőb biek ben
rész le te sen is fog lal ko zunk.
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1. táb lá zat. A diffe ren ciá lás ál ta lá nos esz kö zei 

DIF FE REN CIÁ LÁ SI MÓ DOK, ESZ KÖ ZÖK
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1. Ha ki vá ló a tan tárgy ból:

X X X X X X X O X X

2. Ha gyen ge a tan tárgy ból és ne ga tív mun ka ké pes sé gű:

X X X X X X X M X X X X

3. Ha va la mely alap ké pes ség szín vo na la ala csony (pl. ol va sás, írás, be széd stb.):

X X X X X X X X

4. Ha krea tív ta nu ló:

X X X

5. Ha jó ké pes sé gű, hiá nyos mun ka ké pes ség-szín vo na lú:

X X X X X O X X

6. Ha gyen gébb ké pes sé gű, szor gal mas:

X X X X X M X X X X

7. Ha ta nu lá si prob lé má val küz dő:

X X X X X X X X X

8. Ha más tan tárgy ból ki vá ló (pl. rajz, föld rajz stb.):

X X X X

9. Ha szo ciá lis kö rül mé nye prob lé más:

X X X

10. Ha spe ciá lis te rü le ten van hiá nyos sá ga (pl. fi gye lem, em lé ke zet stb.):

X X X X X

Meg jegy zés: a Pet ri né és Mé szöly né (1982) ku ta tá sai ból át vett táb lá za tot for mai lag mó do sí tot ta Me ző (2004).
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2.3.3. A te het sé ge sek diffe ren ciált fej lesz té sé nek prob lé mái

A te het sé ge sek diffe ren ciá lá sá nak vi ta té má ját a szak má ban és azon kí vül dol-
 gozó ok ta tók na gyon kü lön bö ző kép pen fog ják fel. A fo ga lom egyik gya ko ri fél-
 reér té se, hogy a te het sé ges ta nu ló a töb bi diák tól tel je sen el té rő prog ram ban 
ré sze sül. Ezen fél reér tés sze rint azt hi szik, hogy az át la gos ta nu ló tan tár gyi kur-
 zu so kat ta nul, míg a te het sé ges gye rek va la mi lyen ma ga sabb ren dű ké pes sé -
geket. Eb ből egy ből kö vet ke zik az is, hogy a te het sé ge sek nek nincs szük sé gük
tar ta lom ra, és az át la gos ta nu lók nak nincs szük sé gük ma ga sabb szin tű ké pes sé -
gek re. Ter mé sze te sen ez hi bás fel te vés an nak te kin te té ben, hogy mi ből is áll a
diffe ren ciá lás. Ál lan dók a té má val kap cso la tos né zet el té ré sek. Bi zo nyos ku ta tók
szá má ra a diffe ren ciált gya kor lat lé nye ge ab ban áll, hogy a ta nu lók egyé ni pro-
 jekt mun ká kon dol goz za nak (Renzulli 1986). Má sok sze rint a diffe ren ciá lást az
ál ta lá nos tan óra ke re té ben egyé ni meg kö ze lí té sek kel elé gít het jük ki leg job ban
(Treffinger 1993). Megint má sok ér tel me zé sé ben a diffe ren ciá lás olyan integra-
tív és át fo gó ta pasz ta lat so ro za tot igé nyel, amit az azo nos szel le mi szin ten levő
tár sak ból ál ló tá mo ga tó kör nye zet ben él nek át a gye re kek (VanTassel-Baska
1995). 

Sok te rü le ten van te hát el té rés a né ze tek ben a te het sé ge sek differenciálásá-
ban, azon ban a leg főbb kér dés ezek kö zül: in teg rált osz tály ban (he te ro gén cso-
 port ban) vagy „vá lo ga tott” osz tály ban (ho mo gén cso port) foly hat-e ha té ko nyan
a te het ség gon do zás az is ko lá ban? Er re a kér dés re több fé le meg kö ze lí tés ből több-
 fé le vá laszt ad nak a ku ta tók és gya kor ló szak em be rek. Cél sze rű eze ket át te kin te -
ni, hogy kor rekt fel hasz ná lá si for má kat ala kít has sunk ki a pe da gó giai gya kor lat -
ban.

Az in teg rá ció az ok ta tás be li egyen lő ség me ta fo rá já vá vált. Az in teg rált osz tá -
lyok ál ta lá ban olyan osz tály felosz tás ra utal nak, ahol sok fé le ké pes sé gű ta nu ló
együtt ta nul. Ab ból in dul ki, hogy min den diák szá má ra az a legelő nyö sebb, ha
azo nos osz tály ban ta nul nak, hogy ilyen felál lás ban min den ta nu ló ma ga sabb
szin ten tel je sít, és hogy a ta nár az egyénenként lényegesen eltérő képességű ta-
nulók számára ér tel met tud ad ni a ta nu lás nak. Mi a baj ez zel a gya kor lat ban?

A te het ség gon do zás és a spe ciá lis ok ta tás ku ta tá sai ra ala poz va jog gal le he -
tünk szkep ti ku sok az zal kap cso lat ban, hogy mennyi re mű kö dik jól az in teg rá ció
olyan ta nu lók nál, akik je len tő sen el tér nek az osz tály nor mái tól. Né hány te het -
ség ne ve lé si ta nul mány za va ró je len sé ge ket ho zott nap vi lág ra. Az olyan is ko lák
ál ta lá nos osz tály be li ok ta tá sa, ahol for má lis te het ség prog ra mok mű köd nek, 
ál ta lá ban ha son lít a for má lis te het ség prog ram nél kül mű kö dő is ko lák ok ta tá sá -
ra. A vál toz ta tá sok je len ték te le nek vol tak a te het sé ges ta nu lók tan me ne té ben
(Archambault és mtsai 1993). A ku ta tás ki mu tat ta, hogy az ál ta lá nos osz tá lyok -
ban ke vés diffe ren ciá lás ban ré sze sül tek a te het sé ges diá kok. Olyannyi ra, hogy az
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egyik ta nul mány sze rint a meg fi gyelt ta nu lók az ál ta luk vég zett is ko lai te vé keny -
ség 84%-ában nem ré sze sül tek tan me ne ti diffe ren ciá lás ban (Westberg és mtsai
1993).

A ki vá ló ság és az egyen lő ség vi tá ja az egyik leg prob lé má sabb fe szült ség,
amely át jár ja vi lág szer te az is ko lá kat. A gya kor lat ban lét fon tos sá gú, hogy az is-
 ko lák az egyen lő ség és a ki vá ló ság el vé re egyaránt össz pon to sít sa nak. A hát rá -
nyos hely ze tű, ki sebb sé gi, bel vá ro si is ko lák ba já ró gyer me kek kör nye ze te na-
 gyon meg ne he zí ti szá muk ra a ta nu lást. Az ilyen kör nye zet ben is ko lá ba jár ni
kény te len gyer me kek ese té ben nem az a kér dés, hogy miért nem ta nul nak, ha -
nem az, hogy ho gyan ké pesek ta nul ni az út juk ban ál ló aka dá lyok el le né re. Ezen
túl, a fej lő dé si fo gya té kos ság gal ren del ke ző gyer me kek, vagy azok, akik ke vés bé
ké szek a ta nu lás ra, to váb bi se gít ség re szo rul nak. Ez a leg ke ve sebb, amit ad ha -
tunk ne kik. Kö vet ke zés kép pen, nagy fi gye lem irá nyul ar ra a kér dés re, hogy ho-
 gyan le het a hát rá nyos hely ze tű csa lá dok ból szár ma zó vagy fo gya té kos ság gal
ren del ke ző gyer me ke ket ta ní ta ni. 

Ugyanak kor a tár sa da lom fej lő dé se azon mú lik, biz to sít juk-e, hogy az ok ta -
tá si for rá sok egyen lően le gye nek eloszt va, és a ki vá ló sá got se gít sék elő. Fon tos
ko mo lyan ven ni a kér dés kör át gon do lá sá hoz Silverman (1994, p. 3) ki je len té sét:
„a legoko sabb diá kok vissza tar tá sa nem fog ja va rázs la tos mó don se gí te ni a las-
 sab ba kat”. Ma gyak ran az ok ta tá si ered mé nyek egy for ma sá gá ra tö rek szünk ahe-
 lyett, hogy egy for ma le he tő sé ge ket biz to sí ta nánk a kü lön bö ző rej tett ké pes sé gek
ki bon ta ko zá sá hoz.

Az egyé ni el té ré sek re va ló rea gá lás, va la mint az el té rő ered mé nyek megen ge -
dé se nem hoz lét re elitizmust, amely gya ko ri vád a te het sé ges diá kok szá má ra
in dí tott prog ra mok kal szem ben. Va ló já ban en nek épp az el len ke ző je igaz (Allan
1991). Ezen túl, ha a te het sé ges diá kok meg fe le lő prog ram ban ré sze sül nek, ak -
kor megerő sö dik ben nük a kor tár saik kal va ló kap cso lat tar tás ké pes sé ge. A ha té -
kony ta ní tás to váb bá ma gá ban hor doz za az „op ti má lis pá ro sí tást” (Ro bin son–
Ro bin son 1982), vagyis olyan prob lé mák ki tű zé sét a diák szá má ra, amely ek
szint je ész re ve he tően meg ha lad ja azt a szin tet, amellyel a diák már meg bir kó -
zott. A túl könnyű felada tok una lom hoz ve zet nek, a túl sá go san ne héz felada tok
fruszt rá ció hoz. Egyik sem se gí ti elő az op ti má lis ta nu lást, vagy mo ti vál a ta nu -
lás ra. Min den gyer mek nek egy for mán meg kell ad nunk a le he tő sé get, hogy ta-
 nul jon, és ki tel je sít se po ten ciál ját. Az „egy mé re tű” ok ta tá si rend szer nem ha té -
kony, és így nem tesz ele get az egyen lő ség el vé nek. Az egyen lő sé get úgy kell
te kin te ni, mint egy faj ta hoz zá fé ré si le he tő sé get a meg fe le lő ok ta tás hoz. Sirotnik
(1983, p. 26) sza vai val: „Az is ko lá zás mi nő sé ge nem csu pán a feladat tal el töl tött
időt je len ti, ha nem a hasz no san el töl tött időt is.” És, ahogy Gardner (1991, p. 92)
ki je len tet te: „A jó tár sa da lom nem az, ame lyik fi gyel men kí vül hagy ja az egyé ni
el té ré se ket, ha nem az, ame lyik böl csen és em ber sé ge sen ke ze li azo kat.” A diffe -
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ren ciált te het ség fej lesz tés az egyik mód ja a ta nu lá si ké pes ség ben je lent ke ző
egyé ni el té ré sek re va ló rea gá lás nak (Me ző 2004).

A ho mo gén cso por to sí tás már több mint 100 éve je len van. Kez det ben a cso-
 por to kat in for má li san al kot ták, és olyan diá kok jár tak egy cso port ba, akik a tan-
 terv nek kö rül be lül ugyanolyan szint jén áll tak, és ugyanolyan ütem ben vol tak
ké pe sek ta nul ni. Mi lyen ér vek szól nak a ké pes ség sze rin ti cso por to sí tás mel lett?
A ké pes ség és tel je sít mény sze rin ti cso por to sí tás a kor sze rin ti cso por to sí tás sal
szem ben ha té kony, mert

1. meg fe le lőbb pá ro sí tást nyújt a te het sé ges diák fej lő dé si ké szen lé te és igé-
 nyei, va la mint a kép zés kö zött;

2. az el té rő ké pes sé gek kel ren del ke ző diá kok el té rően rea gál nak a kü lön bö -
ző ok ta tá si stra té giák ra és ta ní tá si mód sze rek re;

3. a diá kok job ban ta nul nak, ami kor olyan diá kok kal van nak együtt, akik-
 nek a kom pe ten ciá ja az ő szint jük kel megegye ző vagy an nál egy pi ci vel
ma ga sabb;

4. a cso por to sí tás ki hí vást je lent a diá kok szá má ra, hogy ki tűn je nek vagy
elő re tör je nek (Benbow 1997).

Fon tos kiemel ni azt is, hogy az in tel lek tuá li san fej lett diá kok nak na gyobb
elő nyük szár ma zik az olyan kép zés ből, amely nagy mér té kű fe le lős sé get ru ház
rá juk az órá kon szer zett in for má ció rend sze re zé sé ben és ér tel me zé sé ben. A ke -
vés bé jó ké pes sé gű gyer me kek ez zel szem ben konk ré tabb és ke vés bé el vont pre-
 zen tá ció kat igé nyel nek, ahol ke ve sebb in for má ciómennyi sé get kell be fo gad niuk
(Snow 1986).

A ké pes ség sze rin ti cso por to sí tás jobb szo ciá lis kör nye ze tet is biz to sít a gyer-
 me kek, legalábbis a te het sé ges gyer me kek szá má ra; a nap egy ré szét olyan gyer-
 me kek tár sa sá gá ban töl tik, akik ta nul má nyi szem pont ból hoz zá juk ha son lóak,
és akik job ban megér tik igé nyei ket, hu mo ru kat és szó kin csü ket (Lubinski–Ben-
bow 1995). A ké pes ség sze rin ti cso por to sí tás prog ram já ban va ló rész vé tel csök-
 ken ti a szán dé kos alul tel je sí tést a te het sé ge sek kö ré ben; egy ilyen cso port ban ke-
 ve sebb szük sé gét ér zik an nak, hogy el tit kol ják ké pes sé gei ket an nak ér de ké ben,
hogy tár saik el fo gad ják őket. Nincs sen ki a cso port ban, aki ki gú nyol ná őket.

2.3.4. Összeg zés: vál to za tos ság a szer ve ze ti ke re tek ben

Ha gyo má nyo san a tan óra a te re pe a te het ség felis me ré sé nek és fej lesz té sé nek,
azon ban a gya kor lat bi zo nyí tot ta, hogy csak eb ben a szer ve ze ti ke ret ben nem le -
het megol da ni a ha té kony is ko lai te het ség gon do zást. Legin kább azért nem, mert
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a tan óra ke vés bé te szi le he tő vé a tel jes egyé ni diffe ren ciá lást, mint a tan órán és
is ko lán kí vü li szer ve ze ti for mák. A lé nyeg itt is az, hogy rend szer ben tud ha té ko -
nyan mű köd ni a te het ség gon do zás, s en nek a leg főbb ele mei a kö vet ke zők (Ba-
logh–Koncz 2008; Endrődiné 2003; Fodorné 2008; Fűkőné 2008; Herskovits
2000; Koncz 2003; Kor mos 2003, Kor mos–Sar ka 2008; Sar ka 2003; Titkó 2008;
Tóth T. 2008):

• a tan órai diffe ren ciá lás kü lön fé le for mái (mi nél több kis  cso por tos, ní vó -
cso por tos és egyén re sza bott mun ka!),

• spe ciá lis osz tály,
• fa kul tá ció,
• dél utá ni fog lal ko zá sok (szak kör, blokk, ön kép ző kör stb.),
• hét vé gi prog ra mok,
• nyá ri kur zu sok,
• men torprog ram stb.

Ezek mindegyi ke ha té kony le het: a cél ki tű zé sek kel, a prog ram mal, a ta nu lók
jel lem zői vel össz hang ban kell kö zü lük vá lasz ta ni.

Ter mé sze te sen fon tos, hogy a tan órai és tan órán (is ko lán) kí vü li for má kat
össze kap csol juk a ha té kony ság ér de ké ben, eb ben a te kin tet ben is csak egy sé ges
rend szer ben le het si ke res a te het ség gon do zás. Nyil ván va lóan más kiemelt funk-
 ciói, jel lem zői van nak a tan órá nak és a tan órán kí vü li for mák nak. Az órai te het -
ség fej lesz tés so rán az ér de mi diffe ren ciált mun ka elen ged he tet len a si ker hez,
emel lett kö zép pont ba kell ál lí ta ni az egyé ni ta nu lá si stra té giák fej lesz té sét, s fo-
 lya ma to san biz to sí ta ni kell a ta nu lók szá má ra a va ló di ki hí vá so kat. A tan órán
kí vü li te vé keny sé ge ket el ső sor ban az egyé ni ér dek lő dés re kell épí te ni, a mi nő sé -
gi gaz da gí tás el veit kell meg va ló sí ta ni, va la mint vál to za tos szer ve ze ti for má kat
kell kiala kí ta ni, le he tő leg túl lép ve az is ko la fa lain is (vö. Ba logh 2000). A tan órai
fog lal ko zá so kon, egyéb ke re tek ben is ak kor ha té kony a te het ség fej lesz tés, ha a
diffe ren ciá lás el ve kö vet ke ze te sen ér vé nye sül.
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Kovács Gábor

II.
FELADATOK A MATEMATIKAI TEHETSÉG

FEJLESZTÉSÉHEZ





BE VE ZE TÉS

A te het ség fo gal ma: a te het ség po ten ciált, le he tő sé get je lent olyan kiemel ke dő
tel je sít mény re, amely tár sa dal mi lag hasznos, és amely megelé ge dés sel, öröm-
 szer zés sel jár elérő je szá má ra (Czeizel 1997).

A tár sa dal mi te vé keny ség alap ján meg nyil vá nu ló tel je sít mény függ a ge ne ti -
kai adott sá gok tól és a kül ső ha tá sok tól („ta nult ság tól”), a két té nye ző együt tes
in terak ció ja.

Az örök le tes ha tás ál ta lá nos ér tel mes ség ese tén kö rül be lül 50%, a ma te ma ti -
kai ké pes ség ese tén vi szont 90%.

A te het ség össze te vői:

a) Ál ta lá nos ér tel mes ség: az in tel li gen cia fo kát az in tel li gen ciahá nya dos
(IQ) ha tá roz za meg. A te het ség zó nát 130–200 kö zöt ti IQ je lö li. A 160 fö-
 löt tie ket zse ni nek tart ják.

b) Át la got meg ha la dó men tá lis adott ság: a te het ség irá nyát ha tá roz za meg.
Az is ko lai gya kor lat csak a gye re kek né hány te het ség szfé rá já ra van te kin -
tet tel, szű ken mé ri a te het sé get.

c) Krea ti vi tás: a te het ség ta lán leg fon to sabb össze te vő je. A krea tív sze mé lyi -
ség jel lem ző je az ere de ti ség. A más kép pen gon dol ko dás adott sá ga, a krea -
tív gye rek za var ba ej tő, szo kat lan kér dé sek kel „bom báz za” a ta nárt. Túl-
 zot tan kri ti kus, ér zé keny.

d) Mo ti vá ció: szor gal mat, ki tar tást, meg szál lott sá got, és legin kább kí ván csi -
sá got és spon tán ér dek lő dést je lent het a te het ség nél. Ez a bel ső haj tó erő.

A kül ső fel té te lek ha tá sa a te het ség re
Kül ső fel té tel ként a csa lád, az is ko la, a kortársak és a tár sa da lom gya ko rol ha tást
a te het ség re. Emel jük ki eb ből a pe da gó gus sze re pét. Megol dan dó felada tai:

a) A sze mé lyi ség ér té kes vo ná sait ki bon ta koz tat ni.
b) Az ál ta lá nos ér tel mi ké pes sé get fej lesz te ni.
c) Meg ke res ni a spe ciá lis men tá lis adott sá go kat.
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Bel ső fel té tel ként megem lít het jük a tel je sít mény igényt és az emo cio ná lis sta-
 bi li tást. Ez utób bi ér zel mi biz ton sá got fel té te lez, így jobb a ku darc tű rés. Az EQ
(emo cio ná lis kvóciens) is örök le tes.

A te het ség gon do zá sa
A gye re ket élet ko rá nak meg fe le lően ke zel jük, kí ván csi sá ga, megis me rés vá gya
ál tal kell elér nünk a fej lő dést, nem pe dig úgy, hogy min denáron megelőz ze a
kor tár sait. A gye re kek kö zöt ti ver seny szel lem haj tó erő, de túl zott mér ték ben
gát ja a fej lő dés nek. Ha eről tet jük a fej lesz tést, az elő nyök előbb-u tóbb el tűn nek,
de az eről te tés fo lya mán ke let ke ző eset le ges lel ki sé rü lé sek meg ma rad hat nak.

A ma te ma ti kai te het ség

A ma te ma ti ká val szem ben mai na pig szá mos előíté let tel ta lál koz ha tunk. So kan
az ál lít ják, hogy a ma te ma ti ka ta nu lá sá hoz kü lön le ges te het ség re van szük ség.
Má sok sze rint kü lön le ges em lé ke ző te het ség szük sé ges a for mu lák, gon do lat me -
ne tek meg jegy zé sé hez.

A ma te ma ti kai te het ség a leg ko ráb ban meg je le nő te het ség tí pus. Meg mu tat -
ko zá sa ugyan a ze nei te het ség nél ké sőb bi, de fej lő dé si fá zi sai gyor sab bak. A ma -
te ma ti kai te het ség is me ret anya got, ta pasz ta la tot alig igé nyel, egy beesik a for má -
lis lo gi ká val.

A ma te ma ti kai te het ség fej lő dé si sza ka szait vizs gál va megál la pít hat juk, hogy
a gye rek kor ban, fő leg az egész szá mok el mé le té re vo nat ko zó kér dé sek irán ti ér-
 dek lő dés ben, va la mint a té ma kör ben felál lít ha tó felada tok megol dá sán ér zett
öröm ben fe je ző dik ki. Az ele mi mennyi ség tan gyors el sa já tí tá sa, va la mint a ki-
 vá ló szá mo lá si kész ség azon ban még nem fel tét le nül je lent ma te ma ti kai te het sé -
get. A szá mo lóte het sé ge ket el ső sor ban ki vá ló hosszú tá vú me mó riá juk jel lem zi.
A ti zen éves kor víz vá lasz tó ezen a te rü le ten. A leg több ma te ma ti kai te het ség
már húsz éves ko ra előtt ko moly tu do má nyos ered mé nye ket ért el. A ma te ma ti -
kai te het ség vi rág zá sa (Amstrong sze rint) kb. 40 éves ko rig tart, kü lön le ges ki vé -
tel Weierstrass, aki negy ven éve sen vált ko moly ma te ma ti kus sá. 

A kis gye re kek nél mu tat ko zó kiemel ke dő ma te ma ti kai ké pes ség és ér dek lő -
dés ké sőbb más fé le te rü let re tér het át.

A fej lő dés a kö vet ke ző di men ziók men tén fi gyel he tő meg:

a) A ma te ma ti kai felada tok ész le lé sé nek jel le ge a konk re ti zált tól a for ma li -
zált fe lé ha lad.

b) Vál to zik a ma te ma ti kai felada tok ál ta lá no sí tá sá nak szint je.
c) Fej lő dik a gon dol ko dá si fo lya mat re duk ció já nak mér té ke.
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d) Nö vek szik a gon dol ko dás fo lya ma tá nak ru gal mas sá ga.
e) Fo ko zó dik az ele gáns megol dá sok ra va ló tö rek vés.
f) Ma ga sabb szin tet ér el a ma te ma ti kai em lé ke zet.

A ma te ma ti kai te het ség azo no sí tá sa
A ma te ma ti kai te het ség tesz tek kel tör té nő mé ré se ob jek tív jel le ge miatt sok kal
meg bíz ha tóbb, mint pél dául ze nei te het ség ese tén. Er re a cél ra hasz nál ha tók az
IQ-tesz tek is. 

A ma te ma ti kai te het ség ko rai meg je le né se miatt (va ló szí nű leg az ideg sej tek
el ren de ző dé se okán már szü le tés kor meg le vő ké pes ség, amely re a kör nye zet sti-
 mu lá lóan hat) azo no sí tá sá ra jó esé lye van a szak em be rek nek.

Ér de kes ség, hogy a vizs gá la tok azt mu tat ták, hogy a ma te ma ti kai te het sé gek -
nél az át la gos nál gya ko rib bak az immunbetegségek, és a bal ke ze sek szá ma is na-
 gyobb.

A fiúk és lá nyok vizs gá la ta kor pe dig az lát szik, hogy 12–13 éves kor után a
fiúk te het sé ge seb bek, a ku ta tók ezt jobb té ri ké pes sé geik kel ma gya ráz ták.

A ma te ma ti kai te het ség azo no sí tá sá nak főbb irány el vei:

a) A kis gye re kek nél tér be li–vi zuá lis já té kok, rejt vé nyek.
b) A ma te ma ti kai te het ség gon do zó prog ra mok nál ob jek tív ké pes ség tesz -

tek.
c) Leg job ban ma te ma ti kafelada tok kal le het azo no sí ta ni a ma te ma ti kai te-

 het sé get.
d) Geo met riai rejt vé nyek jól mér he tik a te het ség egyes vo ná sait.
e) Tér be li–vi zuá lis ké pes sé ge ket, il let ve me mó riát mé rő el já rá sok is jól hasz-

 nál ha tók.
f) Az in tel li gen ciatesz tek is kor re lál nak a ma te ma ti kai te het ség gel. A Raven-

tesztek jól mé rik a nem ver bá lis té ri gon dol ko dást.

A ma te ma ti kai te het ség fej lesz té se

A ma te ma ti kai gon dol ko dás ta ní tá sa
Az újabb ku ta tá sok azt hang sú lyoz zák, hogy a gye rek ön ál lóan ta lál jo megol dást
a ta nár se gít sé gé vel. Bá to rít sa a gye rek ter mé sze tes „haj lan dó sá gát” a prob lé ma
meg vi ta tá sa kor.

A te het sé ges gye re kek nél meg fi gyel he tő, hogy sze ret nek ver se nyez ni, a team-
mun ka azon ban ne he zük re esik. Szí ve seb ben dol goz nak egye dül és kon zul tál -
nak ta ná ruk kal. A cso por tos gon dol ko dás nem annyi ra ha té kony, a fo lya mat so -
rán in kább a kész gon do la tok meg vi ta tá sá ra van szük ség.
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Rá ve ze tő kér dé sek le het nek:
Miért gon do lod így? Más képp is meg le het ne ol da ni a prob lé mát? Hogy le-

 het ne hasz nál ni ezt az öt le tet? Tud nál pél dát mon da ni?
A ma te ma ti kai gon dol ko dást se gí ti, ha az el já rá so kat elő re meg be szél jük,

meg va ló sí tás kor vé gig kö zö sen dol go zunk.
A ma te ma ti kai gon dol ko dás dön tő té nye ző je az a ké pes ség, hogy felis mer jük

a sza bály sze rű sé ge ket, és meg lás suk a kap cso la to kat. Cél, hogy a gye rek a ma te -
ma ti ka lé nye gét je len tő bel ső szer ke ze tet lás sa, és ne a meg ta nu lan dó, el szi ge telt
sza bá lyo kat.

Az esz köz tí pu sú megér tés a sza bá lyok (al go rit mu sok) meg ta nu lá sát, és bi zo -
nyos kö rül mé nyek kö zött tör té nő al kal ma zá sá nak ké pes sé gét je len ti. A kap cso -
la tok megér té se a sza bá lyok mö gött hú zó dó ok fej tés is me re tét is je len ti, és a gye-
 rek megért ve ké pes re konst ruál ni azo kat. Ez a faj ta ta nu lás mé lyebb, és idő ben is
to vább tart.

Ele mi gon dol ko dá si mű ve le tek:

• Ana lí zis: a prob lé mát olyan ré szek re oszt juk fel, ahol a ré szek is ön ál ló egé-
 szet al kot nak.

• Szin té zis: a ré sze ket egésszé kap csol juk össze.
• El vo nás: kö zös tu laj don ság kieme lé se.
• Konk re ti zá lás: a hal maz tu laj don sá gát egy ele mé re vo nat koz tat juk.
• Ál ta lá no sí tás: egy rész hal maz ról egy bő vebb hal maz ra té rünk át.
• Spe cia li zá lás: az ál ta lá no sí tás for dí tott irá nya.
• Össze ha son lí tás: el vont dol gok azo nos sá gát, vagy ép pen kü lön bö ző sé gét

tár juk fel.
• Ren de zés: a hal maz ele meit adott szem pont sze rint cso por to sít juk.
• Össze füg gés-ke re sés: két do log kö zöt ti re lá ciót tá runk fel.
• Kiegé szí tés: egy do log hoz egy re lá ció is me re té ben má si kat ta lá lunk.
• Ana ló gia: alap el vek ha son ló sá gá nak felis me ré se.

A megis me rőte vé keny ség fej lesz té se
Az ész le lés fej lesz té se a ma te ma ti ka ta ní tás ke re té ben fon tos sze re pet ját szik. Az
ész le lé si fej lett ség az ér tel mi és a sze mé lyi sé gi szfé rá ra is ki hat. A fi gye lem, az
ana li ti kus–szin te ti kus fo lya ma tok ma gas szint je, az ér zel mi–aka ra ti élet ki-
e gyen sú lyo zott sá ga elő se gí ti a si ke res ta nu lást. Fon tos le het a tér be li tá jé ko zó dó
ké pes ség (tér lá tás) fej lesz té se.

A fi gye lem fej lesz té se, kon cent rált sá gá nak, tar tós sá gá nak, ter je del mé nek,
megosz tott sá gá nak, át kap csol ha tó sá gá nak szín vo na la a ma te ma ti ka ta nu lás
szem pont já ból igen je len tős le het.
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Az em lé ke zet fej lesz té se a ta nu lás szín vo na lát erő sen be fo lyá sol ja. Meg kell
ta lál ni a he lyes arányt a me cha ni kus em lé ke zet és a prob lé ma megol dó gon dol -
ko dás fej lesz té se kö zött.

Gyor sí tás, dú sí tás
A gyor sí tás a ma te ma ti kai te het ség gon do zás ban igen ha té kony mód szer.

Már az óvo dáskor tól kezd ve fo lya ma to san, a gye rek ér dek lő dé si te rü le té nek
meg fe le lő irány ban, élet kor tól füg get len elő me ne tel lel tör té nik. Nagy sze re pük
le het eb ben a mun ká ban a nyá ri tá bo rok nak. Az ered mé nyes sé get nö vel he ti, ha
kép zett men tor ta ná rok mű köd nek köz re. A men to rok fo lya ma to san tesz te lik a
gye re ke ket, így pon to san megis mer he tik erős sé gei ket, hiá nyos sá gai kat, hi bái -
kat. Így egyé ni fej lesz tőprog ra mot tud nak ki dol goz ni, és tá mo gat hat ják a gye re -
ket a ta nu lá si fo lya mat ban.

Ma gyaror szá gon is gya ko riak a le ve le ző ma te ma ti kai ver se nyek, klu bok.
Ezek ak kor ha té ko nyak, ha a kiemel ke dő tel je sít ményt mu ta tó gye re kek nek le-
 he tő sé get biz to sí ta nak a to vább lé pés re, sze mé lyes kap cso la tok ra ma te ma ti ku -
sok kal, eset leg egyé ni prog ra mok ki dol go zá sá val. A te het sé gek fej lő dé sé hez
egyé ni oda fi gye lés re van szük ség.

Ver se nyek

A ver se nyek szin tén ha té kony for mái le het nek a te het ség gon do zás nak. Nagy ha-
 gyo má nyai van nak a ta nul má nyi ver se nyek nek, me lye ket az Ok ta tá si Mi nisz té -
rium és hát tér in téz mé nyei szer vez nek.

Kér dé sek a ver se nyek kel kap cso lat ban: Mit és ho gyan mér jünk?
Gyak ran a rep ro du ká ló tu dást mé rik, nem pe dig a gya kor la ti prob lé ma hely -

zet ben tör té nő is me retal kal ma zást.
Or szá gos ma te ma ti ka ver se nyek:
Teszt ver se nyek:

Zrí nyi Ilo na Ma te ma ti ka ver seny
Gordiusz Ma te ma ti ka Ver seny
Nem zet kö zi Ken gu ru Ma te ma ti ka Ver seny

In dok lá sos ver se nyek:
Ma te ma ti ka OKTV
Arany Dá niel Ma te ma ti ka Ver seny
Var ga Ta más Ma te ma ti ka ver seny
Kal már Lász ló Ma te ma ti ka ver seny
Kürschák Jó zsef Ma te ma ti ka Ta nu ló ver seny
Nem zet kö zi Ma gyar Ma te ma ti kai Ver seny
Kö zép is ko lá sok Haj dú-Bi har Me gyei Ma te ma ti ka Ver se nye
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Levelezős ver se nyek:
Kö zép is ko lai Ma te ma ti kai La pok A, B, C, K versenyei
KöMal Teszt ver seny
Abacus
Kis Va kond
SuliKVÍZ



TE HET SÉG GON DO ZÁS A DEB RE CE NI KOS SUTH
GIM NÁ ZIUM BAN

Gim ná ziu munk „elit” is ko la, diák jaink ér tel me sek és mo ti vál tak, va la mint tá-
 mo ga tó a szü lői hát tér is. A kép zés a hat év fo lya mos osz tá lyaink ban ál ta lá nos, és
van nak a négy év fo lya mos kép zé sünk ben ta go za tos osz tá lyaink, de a diá kok fő -
leg az utol só két év ben ta nul hat nak emelt óra szám ban az ér dek lő dé sük nek meg-
 fe le lő, to vább ta nu lá suk hoz szük sé ges tár gya kat fa kul tá ciós rend szer ben.

A ma te ma ti ká nak mint kö te le ző érett sé gi tárgy nak fon tos sze re pe van az is-
 ko lánk ban. A mű sza ki–in for ma ti ka, il let ve a gaz da sá gi ta go za ton he ti plusz egy
ma te ma ti kaóra van, az utol só két év fo lya mon pe dig kö te le ző a ma te ma ti kafa -
kul tá ció. 

A ma te ma ti ka ta ní tás a tan órán kí vül szak kör ben zaj lik, amit a he te di kes és
nyol ca di kos diák jaink nak tar tunk. A leg te het sé ge sebb diák jaink köz pon ti, vá ro -
si szak kör be jár nak, ahol egye te mi ok ta tók ta ní ta nak. A ver se nyek má so dik for-
 du ló já ba ju tott ta nu lók kal pe dig egyé ni leg fog lal ko zunk kol lé gáim mal.

A más ál ta lá nos is ko lá ba já ró nyol ca di ko sok ré szé re a köz pon ti fel vé te li re
elő ké szí tő tan fo lya mot szer ve zünk ab ban a re mény ben, hogy ha a gye re kek
megis me rik az is ko lát és a ta ná ro kat, ak kor na gyobb szám ban és szí ve seb ben vá-
 laszt ják a Kos su thot. Mi vel a tan fo lyam in gye nes, se gí ti az esély egyen lő sé get.

Ter ve zünk a 12. év fo lya mo sok szá má ra tar tan dó vá ro si szak kört. En nek cél ja
egy részt az emelt szin tű ma te ma ti ka érett sé gi re va ló fel ké szí tés, más részt – mi -
vel az egye tem re so kan kö zép szin tű ma te ma ti ka érett sé gi vel jut nak be – az egye-
 te mi ta nul má nyok elő ké szí té se.

Azok ról a té ma kö rök ről ter ve zünk előadást, me lyek csak kiegé szí tő anyag-
 ként sze re pel nek a kö zép is ko lás tan terv ben, így csak fa kul tá ción ta nít juk. Pél-
 dául ha tár ér ték-szá mí tás, diffe ren ciál szá mí tás, in teg rál szá mí tás. Eze ket egé szí ti
ki a törzs anyag rend sze re ző össze fog la lá sa.

A jegy zet utol só ré szé ben egy ilyen előadás ra mu ta tok pél dát.
A te het ség gon do zás leg főbb te re pe a tan óra. Itt kell, hogy a te het sé ges gye rek

meg kap ja azt az in dít ta tást, mo ti vá ciót, amely to váb bi mun ká ra, na gyobb ki hí -
vá sok fe lé orien tál ja. Eh hez szak mai lag ki vá lóan fel ké szült, jó pe da gó giai ér zék -
kel ren del ke ző ta ná rok kel le nek. Szük sé ges, hogy a ta nár nak le gyen ha tá ro zott
szak mai el kép ze lé se, ugyanak kor le gyen ru gal mas, ké pes le gyen megér te ni és
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ala kí ta ni a diá kok öt le teit, és meg te rem te ni egy fel fe de zés re al kal mas lég kört,
mely ben a diá kok jól ér zik ma gu kat.

Ez a kiad vány ta ná ri se géd let ként ké szült. Olyan min ta felada to kat tar tal maz,
me lye ket akár a he te dik év fo lyam tól kezd ve tan órá kon is meg le het ol da ni. A fel-
ada to kat több szem pont ból pró bá lom ele mez ni, a kü lön bö ző ko rosz tá lyok nak
és az ér dek lő dés nek meg fe le lően.

A köz readott te ma ti ka tá jé koz ta tó jel le gű. A tan fo lyam gya kor latcent ri kus.
A ki je lölt el mé le tet ezen felada tok in terak tív elem zé se so rán dol goz zuk fel.

1. feladattí pus

Kiin du ló feladat:
Zsi ga bá csi ud va rán ka csák és disz nók van nak, az ál la tok nak össze sen 7 fe jük

és 20 lá buk van. Hány ka csa és hány disz nó le het?

I. megol dás
Mód szer: irá nyí tott pró bál ga tás
Év fo lyam: 5–7.
Hely szín: szak kör
Ta ná ri at ti tűd: fel fe dez te tés

A feladat felol va sá sa után va ló szí nű sít he tően a diá kok azon nal ön ál lóan kez de -
nek pró bál koz ni, min den ta ná ri se gít ség nél kül. El ső kör ben sze rin tem kár irá-
 nyí ta ni őket, mert nem ké pe sek a ta nár ra fi gyel ni, a megol dás mint ki hí vás kö ti
le ener giái kat. Mi vel a feladat nak vé ges sok megol dá sa van, és ezek kö zül is a
szóba jöhető megol dá sok szá ma cse kély, ezért pá ran biz to san meg ta lál ják a he-
 lyes ered ményt.

Fon tos, hogy a diá kok ban tu da to sít suk: egy le het sé ges megol dás meg ta lá lá sa
még nem a feladat megol dá sa. Meg kell mu tat ni, hogy nincs több megol dás. Il-
 let ve, hogy a megol dás al go rit mu sát, gon do latme ne tét le kell ír ni. Kü lö nö sen
fon tos ez a feladat megol dó ver se nyek (pél dául Var ga Ta más-ver seny) szem pont -
já ból. Ugyanak kor a feleletválasztós ver se nyek nél (pél dául: Zrí nyi-ver seny) a
tisz ta, világos gon do lat me net je len tős idő nye re sé get je lent het.

Má so dik kör ben a ta nár felada ta, hogy éb ren tart sa azon diá kok ér dek lő dé -
sét, akik meg tud ták ol da ni a felada tot. Se gít sé gük kel kell a töb bi diá kot rá ve zet -
ni a megol dás ra úgy, hogy le he tő leg ők fe dez zék fel, így si ker él mény hez jus sa -
nak.

A ta nár kér dé sei, inst ruk ciói csak a kö zös mun ka ke re tét ad ják, ezen be lül a
gye re kek ön ál ló, al ko tómun kát vé gez nek. Ők ha lad nak lé pés ről lé pés re, nem
kész vá la szo kat kap nak.
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Ta lán az a leg sze ren csé sebb, ha a ta nár a kö vet ke ző inst ruk ciót ad ja: Fog lal -
juk kö zö sen táb lá zat ba az össze füg gé se ket! Mi lyen ál la tok van nak és mi lyen jel-
 lem zők kel?

A táb lá ra a kö vet ke ző táb lá zat ke rül het:

A kez dő pont meg ta lá lá sa is fon tos le het. Meg ha tá roz hat ja a pró bál ga tá sok
rend sze rét, a to váb bi lé pé se ket. 

Kér dés: Mennyi le het ma xi má li san (mi ni má li san) az ál la tok lá bai nak szá ma?
Ugyanez a rá ve ze tés el han goz hat ol dot tabb for má ban: Meg szá mol tam a lá-

 bu kat, ilyen sok lá buk nem is le het.
A táb lá zat kiin du lópont ját (el ső osz lop) kö zö sen tölt jük ki:

In nen a gye re kek ön ál ló mun ká val meg ta lál hat ják a megol dást. A kész táb lá -
zat a kö vet ke ző:

A megol dás te hát: 4 ka csa és 3 disz nó van az ud va ron.

ka csa fej

disz nó fej

ka csa láb

disz nó láb

összes láb

ka csa fej 1

disz nó fej 6

ka csa láb 2

disz nó láb 24

összes láb 26

ka csa fej 1 2 3 4

disz nó fej 6 5 4 3

ka csa láb 2 4 6 8

disz nó láb 24 20 16 12

összes láb 26 24 22 20
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A to vább lé pés le het sé ges mód jai: Biz tos, hogy nincs más megol dás? Az összes
le het sé ges megol dás vizs gá la tá val a megol dás ke re sés tel jes sé gé nek igé nyét ala-
 kít juk ki.

A vá lasz kö zös pon to sí tá sa után, ne ve ze te sen, hogy a disz nók szá má nak
csök ken té sé vel csök ken az ál la tok lá bá nak szá ma, rög zít het jük, hogy az előbb
meg ta lált megol dás az egyet len.

A kö vet ke ző lé pés szin tén na gyon fon tos. A diá kok ban fon tos kiala kí ta ni az
elem zés igé nyét, il let ve kész sé gét. Ho gyan le he tett vol na egy sze rűb ben megol -
da ni a felada tot? A kiin du lópont ból egy lé pés ben ho gyan jut hat tunk vol na a
vég ered mény hez? A gye re kek vár ha tóan meg fo gal maz zák, hogy ha a disz nók
szá ma eggyel csök ken, ak kor a lá bak szá ma ket tő vel, vagyis 8 láb csök ke nés hez 
4 disz nófej csök ken tés szük sé ges.

Egy le het sé ges, má sik megol dá si mód szer rel az egyen let rend szert ké szít jük elő.
Eset le ge sen fel me rül het a gye re kek kö ré ben is, de ha nem, ak kor a ta nár a kö vet -
ke ző rá ve ze tő kér dé sek kel irá nyít hat ja a fel fe de zést.

A gye re kek még nem ta nul ták az egyen le tek megol dá sát, de ta pasz ta la tom
sze rint a vál to zók be ve ze té sét, az egyen let megol dás hoz szük sé ges mér leg el vet,
ha nem is a ma ga tel jes sé gé ben, de megér tik.

Ha min den ál lat nak 4 lá ba len ne, ak kor össze sen 4×7 = 28 láb vol na. Mi vel 
8 láb bal ke ve sebb van, ez a ka csák szá má nak két sze re sét ad ja. (Ka csán ként két
mí nusz láb.)

Ír juk le ezt al geb rai esz kö zök kel: x – a ka csák szá ma, y – a disz nók szá ma. Ha
a fe jek szá má ra vo nat ko zó össze füg gést az x + y = 7 egyen let tel ír hat juk le, ak kor
4x + 4y = 28. A lá bak szá mát 2x + 4y = 20 össze füg gés ad ja.

Ha son lít suk össze a két egyen le tet: a két bal ol dal kü lönb sé ge 2x, a két jobb
ol da lé 8.

Ak kor ez a két mennyi ség egyen lő, azaz 2x = 8, de ek kor x = 4.
A megol dás te hát 4 ka csa, és eb ből kö vet ke zően 3 disz nó.

Be fe je ző lé pés: Egy ha son ló feladat ön ál ló megol dá sá val rög zít jük az al go rit -
must.

Pél dául: Cső ve ze ték épí té sé hez nyolc mé te res és öt mé re tes csö veink van nak,
össze sen 25 da rab. Me lyik ből hány da ra bot kell fel hasz nál nunk egy 155 mé -
ter hosszú ve ze ték épí té sé hez?

(A feladat a nyol ca di ko sok köz pon ti fel vé te li vizs gá ján volt ki tűz ve.)
A feladat fej lesz té se szám el mé let fe lé:
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A rend őrök tri cik litol va jo kat ül döz nek bi cik lin. Hány tri cik lit lop tak el, ha
össze sen 10 ke rék vesz részt az ül dö zés ben? (Zrí nyi-ver seny feladat.)
A) 0  B) 1  C) 2  D) 3  E) ennyi adat ból nem meg ha tá roz ha tó.

A Zrí nyi-felada tok nál csak egy he lyes vá lasz le het (szem ben a Bo lyai-ver seny
felada tai val). 

A megol dás így a B, C, D vá la szok ki pró bá lá sa le het.
Ve zes sük vissza az elő ző feladat megol dá si mód sze ré re! Ké szít sünk táb lá za -

tot!
Mi vel az összes ke re kek szá ma adott, in dul junk ki eb ből. Hány tri cik lit lop-

 hat tak el? 
Az elő ző feladat nál tár gyalt mó don jut ha tunk el a megol dás hoz.

Az el ső és har ma dik osz lop ban a bi cik like re kek szá ma pá rat lan, te hát ez a
megol dás nem le het sé ges.

A feladat szám el mé le ti megol dá sát 8. osz tá lyos szak kö rön aján lom. Eb ben a
kor ban már igény ként meg fo gal ma zó dik a gye re kek ben, hogy abszt rakt mó don,
al geb rai egyen let tel old juk meg a felada tot.

Le gyen x a rend őrök szá ma, y a tol va jok szá ma.
Ek kor a ke re kek kö zöt ti össze füg gést a 2x + 3y = 10 egyen let ad ja.
Ha át ren dez zük az egyen le tet: 3y = 10 – 2x
Ala kít suk szor zat tá a jobb  ol dalt: 3y = 2(5 – x)

Ha y po zi tív egész szám, ak kor (5 – x)-nek 3 több szö rö sé nek kell len nie. Mi -
vel x is po zi tív egész, ezért (5 – x) csak 3 le het. Eb ből x = 2, va la mint y = 2 kö vet -
ke zik.

Te hát 2 rend őr ül döz 2 tol vajt.

tri cik li 1 2 3

tri cik like re kek 3 6 9

bi cik like re kek 7 4 1

bi cik li 2

y
x

=
−( )2 5

3
.
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A fen ti hez ha son ló, de lé nye ge sen ne he zebb szám el mé le ti feladat az aláb bi:
A téglalap ol da lai po zi tív egész szá mok, te rü le té nek mé rő szá ma há rom szo ro sa a
ke rü le té nek. Mek ko rák le het nek az ol da lak? (Var ga Ta más-ver seny feladat.)

Ha a és b je lö li a tég la lap ol da lait, ak kor a feladat fel té te lé nek meg fe le lő össze-
 füg gést az

a×b = 6(a + b) egyen let ír ja le.

Bont suk fel a zá ró je let, és re du kál juk nul lá ra az egyen le tet!

a×b – 6a – 6b = 0

Emel jünk ki a-t az el ső két tag ból:

a(b – 6) – 6b = 0

Hogy a bal ol dal szor zat tá ala kít ha tó le gyen, nö vel jük meg 36-tal mind két ol-
 dalt, és emel jünk ki –6-tot a má sik két tag ból.

a(b – 6) – 6(b – 6) = 36,
(a – 6) (b – 6) = 36.

Mi vel a és b po zi tív egész, (a – 6) és (b – 6) is az, ezek nek 36 osz tói nak kell
len niük.

36 po zi tív osz tói: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36.
Fog lal juk táb lá zat ba a le het sé ges megol dá so kat: Fel te het jük pél dául, hogy az

a rö vi debb ol dal, eset leg a = b.

Te hát négy kü lön bö ző tég la lap van, me lyek tel je sí tik a fel té te le ket.
A feladat má sik le het sé ges megol dá sát a 9. osz tály ban (mű sza ki ta go zat) a li-

 neá ris törtfügg vé nyek té ma kö ré nek tár gya lá sá hoz aján lom.

ab = 6(a + b) egyen let ből a zá ró jel fel bon tá sá val és 6a ki vo ná sá val kap juk
ab – 6a = 6b egyen le tet.

a – 6 1 2 4 6

b – 6 36 18 9 6

a 7 8 10 12

b 42 24 15 12

k 98 64 50 48

t 288 192 150 144
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Ala kít suk szor zat tá a bal ol dalt!

a(b – 6) = 6b

Osszuk be mind két ol dalt b – 6-tal! [(b – 6) nem le het 0.]

Mi kor le het egész szám a jobb oldalon sze rep lő ki fe je zés?
Hoz zuk transz for mált alak ra a li neá ris törtfügg vényt!

(b – 6) 36 osz tó ja.
Innentől a megol dás megegye zik az elő ző vel.

Zsi ga bá csi ud va rán ka csák és disz nók van nak, az ál la tok nak össze sen 7 fe jük
és 20 lá buk van. Hány ka csa és hány disz nó le het?

II. megol dás
Mód szer: egyen let
Év fo lyam: 8.
Hely szín: tan óra
Ta ná ri at ti tűd: köz vet len irá nyí tás

A ta ná ri feladat itt az al kal ma zan dó al go rit mus pon tos meg ta ní tá sa fron tá lis
mun ká val, di rekt kér dé sek re adan dó, egy sze rű vá la szok se gít sé gé vel.

Fog lal juk táb lá zat ba az ada to kat! Mi lyen ál la tok, mi lyen jel lem zők kel sze re -
pel nek a feladat ban? Hány sor és osz lop sze re pel jen?

Je löl jük x-szel a disz nók szá mát! Ha össze sen 7 ál lat van, mennyi a ka csák
szá ma? Hány lá ba van x disz nó nak? Hány lá ba van (7 – x) ka csá nak? Hány lá buk
van össze sen?

a
b

b
=

−

6

6

a
b

b

b

b b b
=

−
≡

−

−
+

−
= +

−

6

6

6 36

6

36

6
6

36

6
.

disz nó ka csa

fej

láb
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Ír juk fel a lá bak ra vo nat ko zó össze füg gést, egyen let tel:

4x + 2 (7 – x) = 20

Bont suk fel a zá ró je let! x + 14 – 2x = 20

Von junk össze a bal oldalon! 2x + 14 = 20

Mér leg elv al kal ma zá sa. 2x = 6

x =3

Megol dás: 3 disz nó, 4 ka csa van. 
El lenőr zés: 3 disz nó nak 12 lá ba, 4 ka csá nak 8 lá ba, össze sen az ál la tok nak tény-
 leg 20 lá ba van.

Má so dik lé pés: Ugyanilyen al go rit mu sú feladat. Cél: az al go rit mus rög zí té se, el-
 mé lyí té se. Tűz zük ki ön ál ló mun ká ra!

Cső ve ze ték épí té sé hez nyolc mé te res és öt mé re tes csö veink van nak, össze sen
25 da rab. Me lyik ből hány da ra bot kall fel hasz nál nunk egy 155 mé ter hosszú
ve ze ték épí té sé hez?

5x + 8 (25 – x) = 155

5x + 200 – 8x = 155

–3x + 200 = 155

–3x = –45

x =15

disz nó ka csa

fej x 7 – x

láb 4x 2(7 – x)

öt mé te res nyolc mé te res

da rab x 25 – x

hossz 5x 8(25 – x)
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Megol dás: 15 da rab ötmé te res és 10 da rab nyolcmé te res csö vet kell fel hasz nál -
nunk.
El lenőr zés: 15 da rab öt mé te res cső 75 mé ter, 10 da rab nyolcmé te res cső 80 mé ter,
össze sen (75 + 80) 155 mé ter.

III. megol dás
Mód szer: egyen let rend szer
Év fo lyam: 9.
Ta ná ri at ti tűd: köz vet len irá nyí tás
Hely szín: tan óra

Zsi ga bá csi ud va rán ka csák és disz nók van nak, az ál la tok nak össze sen 7 fe jük
és 20 lá buk van. Hány ka csa és hány disz nó le het?

A ta ná ri szerep az elő ző eset hez ha son ló, di rekt kér dé sek, rö vid, egy sze rű vá-
 la szok szük sé ge sek. A megol dá si al go rit mus rög zí té se: sze ren csés, ha a kü lön bö -
ző szö ve ges felada tok nál a ta nár ugyanúgy épí ti fel a megol dást, amennyi ben le-
 het sé ges, ugyanazo kat a kér dé se ket fel té ve.

Kér dés: Mi lyen vál to zó mennyi sé gek sze re pel nek? Je löl jük a disz nók szá mát x-
szel, a ka csák szá mát y-nal!
Kér dés: Mi lyen jel lem zőik van nak? Ír juk fel a fe jek, il let ve a lá bak szá má ra vo-
 nat ko zó össze füg gé se ket!

x + y = 7

4x + 2y = 20

Old juk meg a felírt egyen let rend szert!
Cél: az egyik is me ret len ki kü szö bö lé sé vel egy is me ret le nes egyen le tet kap junk.
Mi lyen mód sze rek van nak?

• Be he lyet te sí tő mód szer rel: Az el ső egyen let ből ki fe jez zük y-t: y = 7 – x
A má so dik ba he lyet te sít ve: 4x + 2(7 – x) = 20 egyen le tet ka punk.
Ez zel a feladat megol dá sát vissza ve zet tük az elő ző eset re.

• Egyen lő együtt ha tók mód sze ré vel: Egy sze rű sít sük a má so dik egyen le tet
2-vel: 
2x + y = 10

x + y = 7
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Von juk ki az el ső ből a má so dik egyen le tet!
x = 3

A má so dik egyen let ből: y = 4.
El lenőr zés: A lá bak szá ma: 4×3 + 2×4 = 20.
Te hát 3 disz nó és 4 ka csa van az ud va ron.

• Gra fi kus megol dás: A feladat eset leg a li neá ris függ vé nyek té ma kö ré nek
tár gya lá sa kor is ki tűz he tő 8. osz tály ban.

Je löl jük x-szel a disz nók szá mát.
Ho gyan vál to zik x függ vé nyé ben a ka csák szá ma?

f(x) = 7 – x

A ka csák lá bai nak szá ma ho gyan vál to zik x függ vé nyé ben? Mi vel min den disz-
 nó nak négy lá ba van, von juk ki ezt a mennyi sé get a lá bak szá má ból: 20 – 4x.
Ve zes sük vissza a ka csák szá má nak vál to zá sá ra a ka csák lá bai nak vál to zá sát!

g(x) = 10 – 2x

Mind két függ vény ugyanazt az össze füg gést ír ja le, ne ve ze te sen, ho gyan függ
a ka csák szá ma a disz nók szá má nak vál to zá sá tól.

Áb rá zol juk a két függ vényt kö zös koor di ná ta-rend szer ben! Mennyi a ten-
 gely met szet ér té ke? Mek ko ra a me re dek ség? (1. áb ra) 

1. áb ra

18

16

14

12

10

8

6

4

2

0

–4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5

f(x)

g(x)
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Ha tá roz zuk meg a met szés pon tot! A met szés pont koor di ná tái: M(3, 4).
Ér tel mez zük a megol dást: A met szés pont el ső koor di ná tá ja (3) a disz nók szá ma,
a má so dik a ka csák szá ma (4).

2. feladattí pus – Szél ső ér ték-szá mí tás

Kiin du ló feladat:
20 mé ter drót se gít sé gé vel mek ko ra le het a ma xi má li san be ke rít he tő tég la lap
te rü le te?
Más képp meg fo gal maz va: Adott ke rü le tű tég la la pok kö zül me lyik nek leg na -
gyobb a te rü le te?

I. megol dás
A feladat a má sod fo kú függ vé nyek is me re te nél kül ér de kes ség ként 8. osz tá lyos
szak kö rön is elő ve he tő.

Eh hez egy sze rű sít sük úgy a felada tot, hogy a tég la lap ol da lai po zi tív egész
szá mok. Így a feladat vé ges sok eset vizs gá la tá ra egy sze rű sö dik.

Az adott ke rü let 20 m. Je löl jük b-vel a tég la lap hosszabb ol da lát!

Ek kor: a + b = 10.

Ké szít sünk táb lá za tot a te rü let vál to zás ról az ol da lak függ vé nyé ben! (Ön ál ló
mun ka.)

Ér tel mez zük a táb lá zat ból nyert ered ményt!
Megol dás: az adott ke rü le tű tég la la pok kö zül a négy zet te rü le te a leg na gyobb.

Al geb rai esz kö zök kel is meg mu tat ha tó a megol dás. Cél: a sej tés eg zakt bi zo -
nyí tá sa.

Szak kö rön, ver se nye ken fel hasz nál ha tó, új el já rá so kat is ér de mes ta ní ta ni.
A táb lá zat ugyanis su gall ja, hogy mi nél ki sebb a két ol dal kü lönb sé ge, an nál na-
 gyobb a te rü let.

Öt let: Ha a ke rü let ne gye de 5 cm, ak kor le gyen a = 5 – x, és b = 5 + x.

Ek kor a te rü let re: t = ab = (5 – x) (5 + x) = 25–x2.

a 1 2 3 4 5

b 9 8 7 6 5

t 9 16 21 24 25
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A te rü let ak kor ma xi má lis, ha x mi ni má lis, azaz x = 0. Ek kor a = b = 5. A tég la lap
négy zet.
A megol dás nem hasz nál ja a fel té telt, azaz nem csak po zi tív egész ol da lak ra tel-
 je sül.

A feladat to váb bi ál ta lá no sí tá sa le het:
Adott ke rü le tű négy zet nek vagy kör nek na gyobb a te rü le te?

Megol dás: ha k ke rü le tű négy zet ol da la , ak kor a te rü let .

Ha k ke rü le tű kör su ga ra , ak kor a te rü let . 

A két ki fe je zés szám lá ló ja megegye zik, a ne ve zők kö zül a kör te rü le té nek ne ve -
ző je a ki sebb, te hát a kör te rü le te na gyobb a négy zet te rü le té nél.

20 mé ter drót se gít sé gé vel mek ko ra le het a ma xi má li san be ke rít he tő tég la lap
te rü le te?
Más képp meg fo gal maz va: Adott ke rü le tű tég la la pok kö zül me lyik nek leg na -
gyobb a te rü le te?

II. megol dás
A 10. osz tály ban tan órán, a má sod fo kú függ vé nyek té ma kö ré ben szin tén meg-
old ha tó a feladat.
Je löl je a és b a tég la lap ol da lait, ak kor k = 2(a + b) = 20, azaz a + b = 10. (Ez lesz a
kiin du ló pont, a fel té tel.)

Fe jez zük ki b-t az a se gít sé gé vel: b = 10 – a.
A tég la lap te rü le te: t = ab = a(10 – a) = –a2 + 10a. (A te rü let mé rő függ vény egy-
 vál to zós, má sod fo kú függ vény.)

Ha tá roz zuk meg a má sod fo kú függ vény szél ső ér té ké nek he lyét!
Az el já rás a tel jes négy zet té kiegé szí tés lesz. Lé pé sei:
1. Emel jünk ki –1-et (fő együtt ha tó, ha ez nem 1): –(a2 – 10a).

2. A zá ró jel ben sze rep lő ki fe je zést ír juk fel tel jes négy zet ként: 

3. Bont suk fel a szög le tes zá ró je let: (a – 5)2 + 25.

Ér tel me zés: A má sod fo kú függ vény nek ma xi mu ma van, a he lye a = 5, ér té ke 
ab = 25.
Te hát a ma xi má lis te rü le tű tég la lap ol da lai: a = 5, b = 5, te hát négy zet. A ma xi -
má lis te rü let 25.
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A feladat ál ta lá no sí tá sa le het:
20 mé ter hosszú sá gú drót tal be ke rít he tő tég la lap nak mek ko ra le het a ma xi -
má lis te rü le te, ha egyik ol da lá val egy ház fal ra il lesz ke dik?

Va jon itt is négy zet a ma xi má lis te rü le te?
A fel té tel 2a + b = 20. (Az ol da lak kö zöt ti szim met ria meg vál to zik!)

Az előb bi mód szer sze rint fe jez zük ki b-t: b = 20 – 2a.

t = ab = a(20 – 2a) = –2a2 + 20a.

Ha tá roz zuk meg a függ vény szél ső ér té két tel jes négy zet té va ló kiegé szí tés -
sel:

–2a2 + 20a = –2(a2–10a) = n.

Te hát a = 5 és b = 20 – 2a = 10. (Nem négy zet!) A ma xi má lis te rü let: 50.

20 mé ter drót se gít sé gé vel mek ko ra le het a ma xi má li san be ke rít he tő tég la lap
te rü le te?
Más képp meg fo gal maz va: Adott ke rü le tű tég la la pok kö zül me lyik nek leg na -
gyobb a te rü le te?

III. megol dás
A má sod fo kú egyen le tek ta ní tá sá nál is vissza tér he tünk a függ vé nyek szél ső ér té -
ké re.
Ha tá roz zuk meg az f(a) = –a2 + 10a függ vény szél ső ér ték he lyét!
Ha tá roz zuk meg eh hez a függ vény zérushelyeit! (Má sod fo kú egyen let gyö kei.)

–a2 + 10a = 0

Ala kít suk szor zat tá a konstanshiányos má sod fo kú po li no mot!

a(–a + 10) = 0.

A szor zat ak kor le het nul la, ha va la me lyik té nye ző nul la.

a1 = 0 és a2 = 10.

A két zérushely szim met ri kus a pa ra bo la szim met riaten ge lyé re, amely a szél-
 ső ér ték he lyén át me nő y ten gellyel pár hu za mos egye nes.

Al geb rai meg kö ze lí tés ben a szim met ria azt je len ti, hogy a szél ső ér ték he lye a
két zérushely szám ta ni kö ze pe (át la ga).

− + = − −( ) = − −( ) −
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

= − −( ) +2 20 2 10 2 5 25 5 52 2 2 2
a a a a a a 00.
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Ab ban az eset ben, ha nincs zérushelye a függ vény nek, ak kor is meg ha tá roz -
hat juk a szél ső ér ték he lyét.

Az előb bi gon do lat me net ben sze rep lő gyö kök át la ga em lé kez tet a Viete-for-

mulákban sze rep lő összeg re, vagyis , ahol a a fő együtt ha tó, b az első-

el ső fo kú tag együtt ha tó ja a má sod fo kú egyen let ál ta lá nos, 0-ra re du kált alak já -
ban. Ezek az együtt ha tók ak kor is lé tez nek, ha nin cse nek va lós gyö kök. (A Viete-
formulák komp lex gyö kök re is ér vé nye sek.)

A szél ső ér ték he lyét így meg ha tá roz hat juk. 

20 mé ter drót se gít sé gé vel mek ko ra le het a ma xi má li san be ke rít he tő tég la lap
te rü le te?
Más képp meg fo gal maz va: Adott ke rü le tű tég la la pok kö zül me lyik nek leg na -
gyobb a te rü le te?

IV. megol dás
A szélsőérték-feladat megol dá sá ra fel hasz nál ha tó a szám ta ni és mér ta ni kö zép
kö zöt ti össze füg gés:

Két nem ne ga tív va lós szám mér ta ni kö ze pe nem na gyobb a szám ta ni köze-
püknél. Az egyen lő ség ak kor tel je sül, ha a két szám egyen lő. (A 10. év fo lyam
 tan  órá ján a té telt be is bi zo nyít juk, il let ve meg mu tat ha tó, hogy a mér ta ni kö zép
va ló ban kö zép ér ték, azaz nem ki sebb a ki sebb, és nem na gyobb a na gyobb szám-
 nál.)

Itt a feladat fel té te le: k = 20, azaz 

Ez az ér ték pon tos fel ső korlátja a mér ta ni kö zép nek, azaz n ma xi má lis ér té ke
5. A ma xi má lis ér té ket ak kor kap juk, ha a = b, vagyis a tég la lap négy zet.

A te rü let függ vény: 

A nem ne ga tív va lós szá mok hal ma zán az x2 függ vény szi go rúan mo no ton
nö vek vő, azaz a na gyobb szám négy ze te na gyobb. Eb ből pe dig kö vet ke zik, hogy
ab ott ma xi má lis, ahol ma xi má lis.

a
a a

≡
+

=
+

=1 2

2

0 10

2
5.

x x
b

a1 2
+ = −

u
b

a
= −

2
.

a b+
=

2
5.

f a b ab ab, .( ) = = ( )
2

ab

a b
ab

+
≥

2
.



71

A ma te ma ti kai te het ség fej lesz té se

Te hát a megol dás: a ma xi má lis te rü let 25, és ez a = b = 5, azaz a négy zet ese tén
tel je sül.

To váb bi feladat le het:
Mu tas suk meg, hogy egy po zi tív szám és re cip ro ká nak össze ge nem le het ki sebb,
mint 2! 

A re cip rok de fi ní ció já ból adó dóan 

Eb ből kö vet ke zik az ál lí tás.

A szám ta ni és mér ta ni kö zép kö zöt ti össze füg gés gyak ran fel hasz nál ha tó
ver seny felada tok ese tén, ahol egy összeg al só kor lát ját kell meg ha tá roz ni.

Pél dául: Mu tas suk meg, hogy a kö vet ke ző ki fe je zés ér té ke na gyobb, mint !

Megol dás: Vizs gál juk meg a ki fe je zés ér tel me zé si tar to má nyát!

és , to váb bá és 

A má sod fo kú egyen lőt len sé ge ket megold va 1 ≤ x ≤ 4, il let ve 1 < x <3 adó dik.

A két lo ga rit must vizs gál va: 

Mi vel két ta gú összeg al só kor lát ját kell meg ha tá roz nunk, hasz nál juk a szám-
 ta ni és mér ta ni kö zép kö zöt ti össze füg gést:
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Ala kít suk szor zat tá a gyök té nye zős alak se gít sé gé vel a má sod fo kú ki fe je zé se -
ket. A kö zös gyök miatt le het egy sze rű sí te ni:

Vizs gál juk meg a ki fe je zés ér té két a megadott ér tel me zé si tar to má nyon: (1 < x < 3)

Ek kor –2 < (x – 3) < 0, ak kor 

Ez zel bi zo nyí tot tuk, hogy a megadott ki fe je zés min den eset ben na gyobb, mint
. 

20 mé ter drót se gít sé gé vel mek ko ra le het a ma xi má li san be ke rít he tő tég la lap
te rü le te?
Más képp meg fo gal maz va: Adott ke rü le tű tég la la pok kö zül me lyik nek leg na -
gyobb a te rü le te?

V. megol dás
Szélsőérték-feladatok a 11. év fo lyam fa kul tá ciós cso port já ban is elő ke rül nek a
diffe ren ciálszá mí tás té ma kö ré ben.

De ri vál ha tó függ vé nyek ese tén a szél ső ér ték lé te zé sé nek szük sé ges fel té te le,
hogy az ér tel me zé si tar to mány adott he lyén a de ri vált függ vény nek zérushelye
le gyen.
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A feladat ese tén fel té tel: a + b = 10. Ezért b = 10 – a.
f(a) = a(10 – a) = –a2 + 10a

f´(a) =–2a +10

f´(a) = 0 –2a + 10 = 0
–2a = –10

a = 5

Te hát a = 5, b = 10 – a = 5.

f''(a) = –2, te hát a függ vény nek tény leg ma xi mu ma van.

A ma xi mum ér té ke: t = ab = 25.

A diffe ren ciál szá mí tás le he tő vé te szi, hogy más, má sod fo kú tól kü lön bö ző függ-
 vé nyek szél ső ér té két meg ha tá roz zuk.

A feladat ál ta lá no sí tá sa le het:
Adott tér fo ga tú hen ge rek kö zül me lyik nek mi ni má lis a fel szí ne?

Az adott tér fo gat le gyen 2π. Ek kor V = r2 π m = 2π.

Ek kor r2 m = 2.

Fe jez zük ki in nen m-et!  

A fel szín: 

A de ri vált függ vény:

Zérushely: 

Osszunk be 4π-vel: 

In nen: r3 = 1.

r = 1 m = 2.

A szél ső ér ték ér té ke: A = 2π + 4π = 6π.
(A mi nő ség: mi ni mum, mert r > 1 ese tén A'(r) > 0, míg r < 1 ese tén A'(r) < 0,
vagy A''(r) > 0).
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To váb bi ál ta lá no sí tás le het:
Geo met riai té má jú szélsőérték-feladatban sze re pel het tri go no met ri kus ki fe je zés
is, ha a vál to zó va la mi lyen szög.
Pél da ként te kint sünk egy fel vé te li felada tot a ko ráb bi évek ből:

Egy r su ga rú fél kör be tég la la pot raj zo lunk úgy, hogy en nek egyik ol da la a fél-
 kör át mé rő jén fe küd jön, két má sik csúcs pont ja pe dig a kö rí ven. Mek ko rák
le het nek az ol da lai a leg na gyobb te rü le tű (ke rü le tű) ilyen tég la lap nak?

A megol dás hoz ké szít sünk áb rát! (2. áb ra)

Ha a fél kör kö zép pont ja (O), a kö rí ven le vő csúcs tól (A) r tá vol ság ra van. Le-
 gye nek a tég la lap ol da lai a és b, va la mint je löl je α a b ol dal és OA szö gét.
Ek kor a = r sin α és b = 2r cos α.
A te rü let: t = ab = r sin α 2r sin α = 2r2 sin α cos α.
Mi vel r rög zí tett, a te rü let ak kor ma xi má lis, ha sin α cos α ma xi má lis. 
sin2 α ma xi mumér té ke 1, és α = 45º.

A ma xi má lis te rü let t = r2.

A ke rü let k = 2(a + b) = 2 (r sin α + 2r cos α) = 2r (sin α + 2 cos α).

A ke rü let ak kor ma xi má lis, ha sin α + 2 cos α ki fe je zés ma xi má lis.

2. áb ra
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A ki fe je zés átala kí tá sá hoz hasz nál juk fel az a sin α + b cos α = c tri go no met ri kus
egyen let megol dá sa kor hasz nált ún. fá zis el to lást (11. év fo lyam, fa kul tá ció).

Emel jük ki az együtt ha tók négy zet össze gé nek négy zet gyö két!

A zá ró jel ben sze rep lő ki fe je zés sin(α + β) azo nos ság, mert ha ak-

 kor így a ki fe je zés sin α cos β + cos α sin β = sin (α + β).

sin (α + β) ma xi má lis ér té ke 1, ezért sin α +2 cos β ma xi má lis ér té ke: 

A ke rü let ma xi má lis ér té ke: 

A tég la lap ol da lai: 

3. feladattí pus – Kö rök érin tői

Kö rök kel kap cso la tos is me re tek min den év fo lyam anya gá ban sze re pel nek. Elő-
 ször a pont hal ma zok té ma kö ré ben, majd a Tha lész-té tel, er re épül ve a lá tó kör és
a ha son ló ság fe je ze té ben.

Az al geb rai esz köz rend szer kiépí té se nem kö ve ti a geo met riai is me re te ket,
et től el ma rad, ezért geo met riai tár gyú szá mo lá si felada tok nem sze re pel nek kel -
lő súllyal.

A 11. év fo lya mon a koor di ná tageo met ria té ma kö re le he tő sé get ad na ar ra,
hogy az ed di gi geo met riai is me re tek, össze füg gé sek összeg zé sét ad juk. Ez fő leg a
fa kul tá ciós cso port ban le het hasznos, ahol nem el ső sor ban a szá mo lá si kész ség
fej lesz té se a cél, ha nem a geo met riai szem lé let fej lesz té sé vel, a felada to kat több
megol dá si mód szer rel megold va össze fog lal juk, rend sze rez zük, szin te ti zál juk az
ed di gi geo met riai is me re te ket. Ezenkí vül a geo met riai felada tok kal na gyon jól
fej leszt he tő az al go rit mi zá ló, prob lé ma megol dó ké pes ség.

Eb ben a rész ben a fen ti célt úgy pró bá lom meg va ló sí ta ni, hogy a kiin du ló fel-
adat pa ra mé te reit vál toz tat va új prob lé ma jöj jön lét re.

Kiin du ló feladat: 
Egy szög tar to mány ban adott egy P pont. Raj zoljunk kört, mely át ha lad a
pon ton, és érin ti a szög szá rait! (A feladat Pó lya György től szár ma zó, klasszi-
 kus nak szá mí tó feladat.)
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I. megol dás
Szer kesz tés sel, a kö zép pon tos ha son ló ság té ma kö ré ben. 10. év fo lya mon, tan -
órán.
A ta nár lé pés ről lé pés re ve zes se az osz tályt, ez zel felépít ve, il let ve hang sú lyoz va
az al go rit must. A szer kesz tés me ne té nek kö zös felírá sa egyút tal az al go rit mus
össze fog la lá sa. A szer kesz tés vég re haj tá sa már „tech ni kai” feladat.

Mit ne ve zünk kör nek? Mi ha tá roz za meg a ke re sett kört? 

• A kö zép pont ját és su ga rát kell meg ha tá roz nunk.
Ele mez zük a feladat fel té te leit! Hol he lyez ke dik el a ke re sett kör (k) kö zép -
pont ja (C)? Mi azon pon tok hal ma za a sí kon, me lyek egy szög szá rai tól
egyen lő tá vol ság ra van nak?

• A ke re sett pont hal maz a szög fe le ző egye nes (f), mely nek min den pont já ra
tel je sül a fel té tel.
Vá lasszuk ki kö zü lük a meg fe le lőt! Mi lyen kap cso lat ban van nak a kö rök
egy más sal?

• Egy tet sző le ge sen vá lasz tott kör (k') a ke re sett kör rel (k) kö zép pon to san
ha son ló, a ha son ló ság kö zép pont ja a szög csú csa (O).
Ho gyan ad ha tunk meg egy kö zép pon tos ha son ló sá got? Mi ha tá roz za meg
a ha son ló ság ará nyát?

• Egy meg fe le lő pont párt kell meg ha tá roz ni. Mely nek tárgy pont ja a meg-
adott P pont?
Mi met szi ki a tet sző le ge sen megadott kör ből (k') a P-t? Mi lyen kap cso lat
van O, P és P' kö zött?

• A P' az O és P ál tal meg ha tá ro zott fé le gye ne sen van (p).
Ho gyan le het meg ha tá roz ni a ke re sett kör (k) kö zép pont ját (C)? Mi lyen
kap cso lat van CP és ké pe, C'P' egye ne sek kö zött?

• Egye nes és ké pe pár hu za mos, ha nem il lesz ked nek a kö zép pont ra.

Fog lal juk össze a szer kesz tés me ne tét! 
1. Szög fe le ző egye nes meg szer kesz té se (f).

2. Szá ra kat érin tő tet sző le ges kör meg szer kesz té se (k’).

3. P' meg ha tá ro zá sa. P' a k' kör és p egye nes (O, P) met szés pont ja.

4. C meg ha tá ro zá sa. A szög fe le ző ből a P-n át me nő C'P'-vel pár hu za mos
egye nes met szi ki.

5. k kör meg raj zo lá sa (3. áb ra).
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Diszkusszió: A feladat nak két megol dá sa van, mert p egye nes két pont ban met szi
k’-t.

II. megol dás: Koor di ná tageo met ria
Ha tá roz zuk meg a P (1, 2) pon ton át me nő koor di ná taten ge lye ket érin tő kör
egyen le tét!
Ír juk fel a kör kö zép pon ti egyen le tét!

(x – u)2 + (y – v)2 = r2

Mi a mér ta ni he lye a ten ge lye ket érin tő kö rök kö zép pont jai nak?
A két szög fe le ző egye nes.
Ad juk meg a szög fe le zők egyen le teit!

y = x, il let ve y = –x.

Ad juk meg a kör kö zép pont já nak koor di ná táit, ha a kör a ten ge lye ket érin ti,
kö zép pont ja az el ső sík ne gyed ben van, és su ga ra r!

C (r, r).

3. áb ra
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Ír juk fel a koor di ná taten ge lye ket érin tő olyan kö rök egyen le tét, mely nek kö-
 zép pont ja az el ső sík ne gyed ben van!

(x – r)2 + (y – r)2 = r2.

Felada tunk az r pa ra mé ter meg ha tá ro zá sa. Hasz nál juk fel, hogy P il lesz ke dik
a kör re.

(1 – r)2 + (2 – r)2 = r2.

Old juk meg a má sod fo kú egyen le tet! Hány megol dás vár ha tó?

1 – 2r + r2 + 4 – 4r + r2 = r2

r2 – 6r + 5 = 0

r1 = 1 és r2 = 5.

Két kör lé te zik, egyen le tük: (x – 1)2 + (y – 1)2 = 1 és (x – 5)2 +(y – 5)2 = 25.
A feladat fej lesz té se: ön ál ló mun ká ra.

1. feladat:

Egy egységsugarú kör érin ti a de rék szög két szá rát. Mek ko ra a su ga ra azok-
 nak a kö rök nek, me lyek érin tik a de rék szög két szá rát és az adott kört?

vagy
Adott kör cikk be szer kesszünk kört, amely érin ti a szög szá rait, il let ve a ha tá -
ro ló kö rí vet!

A megol dás gon do lat me ne te: Az érin té si pont a szög fe le ző és az adott kör (kö r-
ív) met szés pont ja. Az érin té si pont meg ha tá ro zá sá val vissza ve zet tük a felada tot
az elő ző re.

2. feladat:
Ha tá roz za meg an nak a kör nek az egyen le tét, amely az x2 + y2 = 25 egyen le tű
kört a P (4, 3) pont ban kí vül ről érin ti, és érin ti az absz cisszaten gelyt!

A feladat sík geo met ria esz kö zei vel is megold ha tó. (Akár csak az elő ző.)
Ké szít sünk áb rát! (4. áb ra)
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Az adott kör kö zép pont ja C (0, 0), a kö zös pont P (4, 3), és an nak az x ten-
 gely re eső ve tü le te P' (4, 0) al kot ta há rom szög, ha son ló a C (0, 0), a ke re sett kör
kö zép pont ja K (u, r), és ve tü le te K' (u, 0) al kot ta há rom szög gel.

Ké pez zük a meg fe le lő ol da lak ará nyát!

A két utób bi ki fe je zés egyen lő sé gé ből meg ha tá roz ha tó r:

5r = 3(r +5)

2r = 15

r = 7,5.

r meg ha tá ro zá sa után u is meg ha tá roz ha tó:

A ke re sett kör egyen le te: (x – 10)2 + (y – 7,5)2 = 56,25.

4. áb ra

K (u;r)

P (4;3)

C (0;0)

y
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3. feladat:
Az (x – 5)2 + (y – 12)2 = 169 egyen le tű kör 10 absz cisszá jú pont jai ban hú zott
érin tők mely pont ban és mi lyen szög ben met szik egy mást?

Ké szít sünk áb rát! (5. áb ra)

Ha tá roz zuk meg az érin té si pon to kat! A kör és az x = 10 egye nes kö zös pont-
 jait!

(10 – 5)2 + (y – 12)2 = 169

(y – 12)2 = 144

y – 12 = 12 vagy y – 12 = –12

y = 24 vagy y = 0

A két érin té si pont: A(10, 24), il let ve B (10, 0).
A ke re sett met szés pont (M) il lesz ke dik az y = 12 egyen le tű egye nes re.
A kör kö zép pont ja C (5, 12), az egyik érin té si pont (A) és a met szés pont (M) de-
 rék szö gű há rom szö get al kot.

5. áb ra
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A há rom szög nek is mert az egyik be fo gó ja AC = r = 13, va la mint az át fo gó ra

eső me rő le ges ve tü le te CT = 10 – 5 = 5. Ír juk fel a be fo góté telt: 

azaz

M absz cisszá ja CM + 5.

Te hát M (38,8; 12).

Az érin tők fél szö ge a CMA de rék szö gű há rom szög ből szög függ vénnyel
meg ha tá roz ha tó:

Az y = 12 egye nes szim met ria ten gely, ezért az érin tők haj lás szö ge: 2α = 45,24°.

Meg jegy zés: Az érin tők szö gét vek to rok ska lá ris szor za tá nak se gít sé gé vel is meg-
 ha tá roz hat juk:

A ska lá ris szor zat a koor di ná ták szor za tá nak össze ge: 5 · 5 + 12 · (–12) = –119.

A ke re sett szög a szög kiegé szí tő szö ge, azaz α = 45,24°.

4. feladat:
Az x2 + y2 = 4 és az (x – 8)2 +(y – 5)2 = 9 egyen le tű kör kö zép pont ját össze kö -
tő sza kasz mely pont já ból húz ha tó kö zös érin tő a két kör höz? Ír ja fel az érin-
 tők egyen le tét!

Ké szít sünk pon tos áb rát! (6. áb ra)
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Az áb ra elem zé sé ből lát ha tó, hogy a két kö zép pont tá vol sá ga

na gyobb, mint a két su gár össze ge (5), te hát a két kör nek lé tez nek kö zös bel ső
érin tői. Más részt lát ha tó, hogy az egyik ke re sett érin tő az x ten gellyel pár hu za -
mos, y = 2 egyen le tű egye nes. (Az el ső kör leg na gyobb or di ná tá jú pont já nak [0,
2] or di ná tá ja megegye zik a má so dik kör leg ki sebb or di ná tá jú pont já nak [8, 2]
or di ná tá já val. Az ilyen tu laj don sá gú pon tok ban az érin tő „víz szin tes”.)

A ke re sett pont a kö rök kö zép pont jait össze kö tő (cent rá lis) egye nes, il let ve a
fen ti érin tő met szés pont ja.

A cent rá lis irány vek to ra hely vek tor (8, 5). Az egyen le te 5x – 8y = 0.

5x – 16 = 0 

A met szés pont te hát: 

A met szés pont a kö rök kö zép pon tos ha son ló sá gát fel hasz nál va is meg ha tá -
roz ha tó.

6. áb ra
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A ha son ló ság ará nyá nak ab szo lút ér té ke a su ga rak ará nya: 

A ke re sett M (m1, m2) pont a kö rök kö zép pont jait össze kö tő sza kaszt te hát
2:3 arány ban oszt ja:

A má sik érin tő meg ha tá ro zá sá hoz te kint sük az érin tő irány szö gét!
Ha a cent rá lis egye nes irány szö gét α je lö li, ak kor vál tó szö gek egyen lő sé ge

miatt ez a szög az érin tők haj lás szö gé nek a fe le. Mi vel a má sik érin tő víz szin tes,
ezért a ke re sett érin tő irány szö ge is 2α.

Ek kor Ezért 

A má sik érin tő nek is mert egy pont ja: me re dek sé ge: 

Az ada to kat be he lyet te sít ve az y – y1 = m (x – x1) egyen let be: 

80x – 39y = 178.

Egy má sik mód szer rel, pa ra mé te re sen is meg ha tá roz hat juk az érin tő ket: Az

pon ton át me nő összes egye nes alak ban ír ha tó. 

(Ki vé ve az y ten gellyel pár hu za mos egye nest, mely nek nincs me re dek sé ge, de ez
itt nem megol dás.)

Az érin tők nek és az egyik kör nek (pél dául: x2 + y2 = 4) egy kö zös pont ja van.
Ezért az egyen le teik ből kép zett má sod fo kú egyen let rend szer nek, és a be lő le
adó dó má sod fo kú egyen let nek egy va lós megol dá sa van. (Diszk ri mi náns nul la.)
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Az egyen let diszk ri mi nán sa:

Egy sze rű sít ve 16-tal:

m1 = 0 

Te hát az érin tők egyen le tei: y = 2 , azaz 80x – 39y = 178.

Meg jegy zés: Ha az érin tő sza kasz hosszát is meg kell ha tá roz ni, ak kor a geo -
met riai szer kesz tés el vét hasz nál hat juk.

A Pi ta go rasz-té tel se gít sé gé vel: 

Eb ből e = 8.

Fel vé te li feladat:
Két egy mást kí vül ről érin tő kör su ga ra R, il let ve r. Ad ja meg a kör su ga rai nak
függ vé nye ként a két kör kö zös bel ső érin tő jé nek a kö zös kül ső érin tők kö zé
eső sza ka szát!

Ké szít sünk áb rát! (7. áb ra)
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A két kö zép pont tá vol sá ga: R + r. A fen ti hez ha son lóan (R + r)2 = (R – r)2 + e2.

A cent rá lis egye nes szim met riaten gely, más részt a kül ső pont ból hú zott érin tő -
sza ka szok hossza egyen lő, ezért a bel ső érin tő kö zös kül ső érin tők kö zé eső sza-
 ka szá nak hossza egyen lő a kül ső érin tő sza kasz hosszá val.

7. áb ra

e Rr e R r2 4 2= = ⋅, .

–3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

4

3

2

1

0

–1

–2

–3

–4

AB D E

a

d

g

c

e

f

h

G

H

F

b



4. feladattí pus – So ro za tok

A szám so ro za tok té ma kö rét a tan terv ben kü lön fe je zet ként, csak az ál ta lá nos is-
 ko la, il let ve a kö zép is ko la utol só év fo lya mán ta nít juk. Ugyanak kor a té má nak
na gyon fon tos sze re pe van a ver se nye ken és a kö zép is ko lák köz pon ti fel vé te li -
jén. Szak kö rön kiemelt fon tos sá gú fe je zet, mert na gyon jól fej leszt he tő se gít sé -
gé vel a gye re kek prob lé ma felis me rő, analogizáló ké pes sé ge, va la mint a krea ti vi -
tá suk.

A fe je zet ben egy-egy pél dán ke resz tül a so ro za tok ezen sok ré tű al kal ma zá sát
sze ret ném be mu tat ni.

I. feladat:
Az 1, 2, …, 9 szá mok fel hasz ná lá sá val ké szíts bű vös négy ze tet, ahol a so rok -
ban, osz lo pok ban és át lók ban sze rep lő szá mok össze ge megegye zik!

A felada tot ál ta lá nos is ko lai szak kör re ja vas lom. Cél sze rű cso port mun ká ra
ki tűz ni, a ta nu lók ta ná ri rá ve ze tés nél kül, egy más sal együtt mű köd ve pró bál ják
megol da ni a felada tot (koo pe ra tív ta nu lá si mód szer).

Ha va la me lyik cso port el ké szült, ne a megol dást is mer tes se, ha nem rá ve ze tő
kér dést fo gal maz zon meg a töb biek szá má ra! (Lé nyeg lá tó ké pes ség.)

Pél dául: Me lyik szám ke rül jön kö zép re? Me lyik me ző a kulcs fon tos sá gú?
Mennyi az összeg?

Ideá lis eset ben a cso por tok több sé ge el jut a megol dás hoz, így si ker él mény -
hez jut. A megol dás után fon tos az összeg zés, il let ve az ál ta lá no sí tás. Ezt a lé pést
a ta nár irá nyí tá sá val te gyék, sze rin tem cél sze rű váz lat pon tok ba szed ve a táb lán
vé gez ni.
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1. lé pés: Me lyik szám ke rül jön kö zép re? 5
2. lé pés: Mennyi lesz az összeg? 15
3. lé pés: Mi lyen szám pá rok ké pez he tők? 1–9, 2–8, 3–7, 4–6
4. lé pés: Ho vá ke rül je nek a pá ros (pá rat lan) szám pá rok? pá ro sok a csú csok -

ba
5. lé pés: Hány megol dás van? szim met ria

Ál ta lá no sí tás: Mennyi a két je gyű po zi tív egész szá mok össze ge? 
(Gauss-mód szer)
Hasz náld az elő ző feladat ban sze rep lő szim met riát!
Mennyi az el ső és utol só tag össze ge?
Hány ilyen szám van?

Megol dás:
Ha az el sőt az utol só val, a má so di kat az utol só előt ti vel adom össze stb., az ösz-
szeg min dig 109 lesz.
Össze sen 90 da rab szám (100 – 10) van, ez 45 szám párt je lent. 
A ke re sett összeg te hát 109×45 = 4905.

Mu tas suk meg, hogy ha ki lenc szám szám ta ni so ro za tot al kot, ak kor ké szít -
he tő ilyen bű vös négy zet! (Pél dául az el ső 9 po zi tív pá ros szám ese tén.)

Utób bi feladat le het ön ál ló mun ka, vagy há zi feladat.
A ma te ma ti kai te het ség azo no sí tá sa, ki vá lasz tá sa spe ciá lis teszt tel tör té nik,
de a célt jól szol gál hat ják az IQ-tesz tek is. Ezek a tesz tek nagy szám ban al kal -
maz nak so ro za tos felada to kat.

2. feladat:
Az áb rán egy 5×5-ös négy zet lát ha tó. Hány négy ze tet látsz össze sen az áb rán?
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A feladat megol dá sa a fent leír tak nak meg fe le lően.
Kez det ben ön ál ló mun ka.

Má so dik fá zis: Se gí tő kér dé sek
Mi lyen kü lön bö ző ol da lú négy ze tek ké pez he tők?
Hány fé le képp le het ki vá lasz ta ni pél dául két osz lo pot?
Hány fé le képp le het ki vá lasz ta ni hoz zá juk két sort?
Össze sen hány 2×2 négy zet van? 

Har ma dik fá zis: Kö zös összeg zés (Ír juk kö zö sen!)

1. lé pés: 25 da rab 1×1 kis négy zet van.
2. lé pés: Vizs gál juk meg a 2×2 négy ze tek szá mát! Az osz lo pok kö zül ki vá -

laszt hat juk a szom szé do sa kat, a jobb fel ső sar ka le het: 2., 3., 4., 5.
osz lop ban. 

3. lé pés: A jobb al só sar ka le het: 2., 3., 4., 5. sor ban.
4. lé pés: Össze sen 4×4, azaz 16 ilyen négy zet lát ha tó.
5. lé pés: Ál ta lá no sí tás: Ha son lóan az elő ző höz a jobb fel ső sar ka 3., 4., 5.

osz lop, és ugyanez igaz a so rok ra. Össze sen 3×3 = 9 négy zet van.
6. lé pés: Vég ered mény: Az összes négy zet 25 + 16 + 9 + 4 + 1 = 55.

Meg jegy zés: A megol dás ál ta lá no sít ha tó n×n négy zet re is.

Itt össze sen négy zet van.

Utób bi kép let he lyes sé gét tel jes in duk ciós bi zo nyí tás sal lát hat juk be. 
(12. év fo lyam)

Egy Var ga Ta más-ver seny feladat (2010):
Az aláb bi szám há rom szög min den so rá ban, az ott lát ha tó szá mo kat szo roz -
zuk össze (az el ső sor ban a szor zat 1), és az így ka pott szor za to kat az el ső sor-
 ral kezd ve ad juk össze! Van-e olyan sor, ahol az ad dig ka pott szor za to kat ösz-
szead va 1-nél na gyobb négy zet szá mot ka punk?

1 2
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Megol dás: 

1. lé pés: Ha tá roz zuk meg az el ső öt szor za tot!

1, 6, 120, 5040, 360 360

2. lé pés: Mi lyen össze füg gés ál la pít ha tó meg a szor za tok so ro za ta kö zött?
Mit tu dok megál la pí ta ni a kö vet ke ző szor zat ról?

A szor za tok a 3. elem től kezd ve nul lá ra vég ződ nek. Így a kö vet ke ző elem is.

In dok lás: Ha a té nye zők kö zött van öt tel oszt ha tó (ha öt vagy an nál több té nye ző
van, ak kor az egy mást kö ve tő szá mok kö zött min dig van), ak kor mi vel lé te zik a
té nye zők kö zött pá ros szám, ezért a szor zat 10 több szö rö se, te hát a szor zat nul lá -
ra vég ző dik.
(Ha son ló prob lé ma: 30! hány nul lá ra vég ző dik?)

3. lé pés: Mi kö vet ke zik eb ből az össze gek re?
Az össze gek min dig hét re vég ződ nek, mi vel az összeg vég ző dé sét csak az el ső két
sor vál toz tat ja.

4. lé pés: Vég ződ het-e egy négy zet szám hét re?
Nem, te hát a feladat megol dá sa: Nem le het ilyen sor.

In dok lás: A négy zet szá mok vég ző dé sét te kint ve 0, 1, 4, 9, 6, 5, 6, 9, 4, 1, 0 so ro za -
tot ka punk. A két je gyű vagy eset leg több je gyű négy zet szá mok vég ző dé se is ilyen
so ro za tot kö vet.
Egy ab két je gyű szám 10a + b alak ban ír ha tó fel, en nek négy ze te: (10a + b)2 = 
= 100a2 + 20ab + b2.
Azaz a két je gyű ab szám négy ze té nek vég ző dé se megegye zik b négy ze té nek vég-
 ző dé sé vel.

Meg jegy zés: Ha son lóan mu tat ha tó meg, hogy az egy je gyű k, il let ve (10 – k) vég-
 ző dé se is megegye zik.

Ugyanezen szám cso port ese tén más képp is ki tűz he tő a feladat.
Egy sé ges érett sé gi feladat gyűj te mény I. kö tet (1529): Egy for ma go lyó kat he-
 lye zünk el az asz ta lon há rom szög alak ban: az el ső sor ban egyet, a kö vet ke ző -
ben ket tőt, majd a kö vet ke ző sor ban hár mat stb.

Ír juk fel a há rom szö get a go lyók sor szá mai nak se gít sé gé vel!
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a) Há nya dik sor ba ke rül a 30. go lyó?
b) Hány go lyó ra van szük ség ah hoz, hogy a ha tá ro ló há rom szög ol da la 10

go lyó ból áll jon?

Megol dás:
a) A szám cso por tot meg vizs gál va megál la pít hat juk, hogy ha n a so rok sor-

 szá ma, ak kor a sor utol só ele mé nek sor szá ma a szám ta ni so ro zat el ső n
tag já nak össze ge.
Pél dául: S2 = 1 + 2 = 3, S3 = 1 + 2 + 3 = 6, S4 = 1 + 2 + 3 + 4 = 10 stb.

Ezért ha 30 len ne az n. sor utol só ele me, ak kor 

n2 + n – 60 = 0

n1 = 7,26 n2 ne ga tív

Mi vel a so ro zat po zi tív szá mok ból áll, ezért az összeg so ro zat szi go rúan mo no -
ton nö vek vő.
Te hát a 30. go lyó a 8. sor ban van. (Nem az utol só ban.)

b) A fen tiek alap ján a 10. sor utol só ele me: 

Mi vel a hat osz tá lyos köz pon ti fel vé te lin is lé nye ges szem pont a ma te ma ti -
kai ké pes ség mé ré se, il let ve a ma te ma ti kai te het ség azo no sí tá sa, ezért itt is
sze re pel nek „so ro za tos” felada tok.
A so ro zat ál ta lá ban re kur zív és cik li ku san is mét lő dő.
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Pél dául 2007/3. feladat
Dixi még 2006-ban kez dett el egy olyan prog ra mot fut tat ni a szá mí tó gé pén,
amely egy so ro zat tag jait ír ta egy más után. A kez dő szám 2006 volt. Az újabb
ta got min dig úgy kap ta, hogy az elő ző tag szám je gyei nek a há rom szo ro sait
összead ta. Dixi 2007 ta got íra tott ki egy más után, így egy sok je gyű szá mot
ka pott.

a) Me lyik szám jegy áll a 25. he lyen?
b) Me lyik szám jegy áll a 100. he lyen?
c) Me lyik szám jegy áll a 2007. he lyen?
d) Hány da rab 2-es szám jegy for dul elő össze sen a leírt 2007 szám ban?
e) Hány szám jegy ma rad meg össze sen, ha a ket te se ket ki tö röl jük?

Megol dás felépí té se:
1. lé pés: A kép zé si sza bály alap ján ír juk fel a so ro zat ele meit ad dig, míg is-

 mét lő dő ele me ket nem ka punk!
2. lé pés: Fo gal maz zuk meg az is mét lő dés sza bá lyát!
3. lé pés: Vá la szol junk a kér dé sek re! 

Megol dás vég re haj tá sa:
1. 2006, 24, 18, 27, 27,…
2. A so ro zat ele mei a 4. tag tól kezd ve is mét lőd nek. Az is mét lő dés 8 szám-

 jegy után kez dő dik, a pá rat lan he lye ken 2, a pá ros he lye ken 7 áll.
3. a, 2; b, 7; c, 2; d, 2006 (csak egy szám ban nem sze re pel a 2); e, 2010 (az el-

 ső ből 3, a har ma dik ból 2, a töb bi ből 1).

Ha son ló feladat a nyol ca di ko sok köz pon ti fel vé te li dol go za tá ból: (2009/7)
Itt a so ro zat szám ta ni so ro zat. (A ta na nyag ban így nem sze re pel.)
Egy rajz zal megadott so ro zat el ső há rom tag ját lá tod (8. áb ra).

1. 2. 3.

8. áb ra



92
Ko vács Gá bor

a) Mi lyen sza bály sze rint nö vek szik az egy mást kö ve tő ta gok ban a kö rök
szá ma?

b) Hány kör ből áll a so ro zat 5. tag ja?
c) Hány kör ből áll a so ro zat 100. tag ja?
d) A so ro zat há nya dik tag já nak le raj zo lá sá hoz kell pon to san 49 kör?

Megol dás:
a) A so ro zat ban néggyel nő a kö rök szá ma (szám ta ni so ro zat).
b) A so ro zat 5. tag ja 5×4 + 1 = 21 kör ből áll.
c) Ha son lóan 100. tag 100×4 + 1 = 401 [an = a1+(n – 1)×d]
d) n×4 + 1 = 49 egyen let megol dá sa

4n = 48 Ve gyük ki a kö zép ső kört.
n = 12 Egy-egy ol da lon 12 kör lesz. (Ez a 12. alak zat.)

Egye te mi fel vé te li feladat a ko ráb bi évek ből (Re kur zív megadá sú so ro zat):

Me lyek azok az an mér ta ni so ro za tok, ame lyek ben és min den po zi tív

egész szám ra az egyen lő ség ér vé nyes?

Megol dás:

A mér ta ni so ro zat de fi ní ció ja miatt:

In nen

Eb be he lyet te sít ve a fel té telt:

Ha az egyen le tet beoszt juk an + 1-gyel, és ren dez zük:

Ugyanak kor

Te hát q2 – q – 6 = 0.

Az egyen let gyö kei: q1 = 3 és q2 = –2.

Mind két megol dás he lyes. (Az el ső elem nincs rög zít ve.)

a
1

0≠ ,

a

a

a

a
qn

n

n

n

+ +

+

= =( )1 2

1

.

a a a a
n n n n+ + + +

= −( ) ⋅
1

2
2 1 2

1

6
6 0

1
2

1 2 2
2⋅ + − =

+ + + +
a a a a

n n n n
.

a

a

a

a
n

n

n

n

+

+

+

+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − =2

1

2

2

1

6 0.

a

a
qn

n

+

+

=2

1

.

a a a
n n n+ +

= ⋅
1

2
2
.

a a a
n n n

= −( )+ +

1

6 2 1



93

A ma te ma ti kai te het ség fej lesz té se

A mér ta ni so ro zat le he tő sé get ad pél dául ne gyed fo kú, szim met ri kus együtt-
 ha tó jú egyen let megol dá sá nak át te kin té sé re. (Ko ráb ban, a 10. év fo lya mon is
sze  re pel het.)

Össze fog la ló feladat gyűj te mény (3575): Az (an) mér ta ni so ro zat ban a1 + a3 +
+ a5 = 63, a2 + a4 = 30. Me lyik ez a so ro zat?

Megol dás:
Ír juk fel az ele me ket két is me ret len, a1 (eset leg a3) és q se gít sé gé vel a de fi ní ció
alap ján!

a1 + a1q2 + a1q4 = 63   a1q + a1q3 = 30.

Ala kít suk szor zat tá a1 kieme lé sé vel az egyen le te ket, majd osszuk el őket egy-
 más sal!

Az egy sze rű sí té sek és a tört el tá vo lí tá sa után re du kál juk nul lá ra:

10q4 – 21q3 + 10q2 – 21q + 10 = 0.

Osszuk vé gig q2-tel:

Cso por to sít suk a ta go kat:

Ha ak kor te hát

10(x2 – 1) – 21x = 0

10x2 – 21x – 10 = 0
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ezért x2 nem megol dás. 

(Szám és re cip ro ká nak össze ge, az össze füg gés bi zo nyí tá sa: pl. szám ta ni és mér-
 ta ni kö zép kap cso la tá val. Lásd szél ső ér ték-feladat.)

Ha 

2q2 – 5q +2 = 0 

In nen a1(q+q3) = 30   Ha q = 2   a1 (2 + 8) = 30   a1 = 3.

Ha a1 = 48.

A so ro zat ele mei: 3, 6, 12, 24, 48, il let ve 48, 24, 12, 6, 3.
A 12. év fo lyam fa kul tá ciós cso port já ban ta nít juk a mér ta ni sor fo gal mát, 

il let ve a so ro za tok ha tár ér té két, kon ver gen ciá ját. Hasz nos le het ál ta lá nos is ko lá -
sok nak szak kö rön fog lal koz ni (já té ko san) a té ma kör rel, mert na gyon jól fej-
 leszt he ti a gye re kek szem lé le tét. A szem lé let kiala kí tá sa fo ko za tos, a prob lé ma -
kör meg nyit hat ja a ka put az al geb rá ból az ana lí zis fe lé.

Be ve ze tő feladat nak Zenon pa ra do xon ját ja vas lom, Ak hil leusz és a tek nős -
bé ka ver seny fu tá sá ról:

(Sza ba don el me sél ve): Mi vel Ak hil leusz gyor sabb, mint a tek nős, ezért a ver-
 seny ben előnyt ad. Hiá ba fut azon ban gyor sab ban, mi re meg te szi az ere de ti -
leg köz tük le vő tá vol sá got, ad dig ra a tek nős meg tett va la mennyi utat. Mi re
meg te szi ezt a tá vol sá got, a tek nős újabb utat tesz meg. Mi vel ez így foly ta tó -
dik a vég te len sé gig, so ha sem éri utol.

Mi vel lát szó lag hi bát lan a gon do lat me net, és a gya kor lat el lent mond, ezért
ne vez zük pa ra do xon nak.
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Hol hi bás a gon do lat me net?
Le het-e vég te len sok po zi tív szám össze ge vé ges?

Pél dául: Mennyi vel egyen lő a kö vet ke ző vég te len ta gú összeg?

Megál la pít ják, hogy az össze gek so ro za ta szi go rúan mo no ton nö vek vő, de le -
het-e fe lül ről kor lá tos?

Ér de mes egy, a táb lá ra fel raj zolt egy ségsza kasszal szem lél tet ni az össze get.
Így ön ál lóan is megál la pít hat ják, hogy a ke re sett összeg 1.

Feladat ön ál ló mun ká ra:
Egy 1 cm ol da lú négy zet szom szé dos ol da lai nak fe le ző pont jait kös sük össze!
A ka pott négy zet tel is mé tel jük meg a fen ti el já rást, az tán az így ka pott négy-
 zet tel új ra és így to vább. Ha az el já rást vég te len so káig foly tat juk, mek ko ra
lesz a ke let ke ző vég te len sok négy zet te rü le tei nek össze ge?

1

2

1

4

1

8
+ + + ...
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5. feladattí pus – Kom bi na to ri ka, valószínűség-számítás

A fe je zet a két szin tű érett sé gi ben ön ál ló te rü let ként sze re pel.
Ta ní tá sa prob lé más: az alap felada tok után ho gyan, mi lyen irány ban, mi lyen
mód sze rek kel épít he tő fel a té ma kör? Mit kér jünk szá mon? Eh hez iga zán sem a
tan köny vek, sem a feladat gyűj te mé nyek nem ad nak út mu ta tást.

Sze rin tem a té ma kör má so dik ré szé nek ta ní tá sát tan órán is a te het ség gon do -
zás nál gyak ran al kal ma zott, úgy ne ve zett koo pe ra tív ta nu lás mód sze ré vel ér de -
mes felépí te ni. Ez az aján lás egyaránt vo nat koz hat a 10. év fo lyam ra, il let ve a 11.
év fo lyam fa kul tá ciós cso port já ra.

Az el ső rész ben az alap felada tok ta ní tá sa, szá mon ké ré se tör tén het a „ha gyo -
má nyos” mód szer rel. Cél a szük sé ges is me re tek, az „esz köz tu dás” meg szer zé se.
A rész zá rul jon szá mon ké rés sel. Utá na szer vez zünk az osz tály ból in ho mo gén
cso por to kat. Ké szít sünk feladat la pot, amit a cso por tok ön ál lóan ol da nak meg,
majd az óra má so dik fe lé ben is mer te tik a megol dást. Le gyen há zi feladat is, a fel-
adat la pon sze rep lők höz ha son lí tó prob lé mák ból.

A koo pe ra tív ta nu lás lé nye ge, hogy kö zö sen old ják meg a felada tot. A feladat
is mer te té sét egy, a ta nár ál tal ki je lölt gye rek vég zi. Az ér té ke lés a cso port együt-
 tes ér té ke lé se. A fo lya mat ban a gye re kek nek együtt kell dol goz niuk, a gyen géb -
bek nek is ér te niük kell a kö zös megol dást, hi szen a cso port ér té ke lé se múl hat
ezen. A há zi feladat el ké szí té se is kö zös fe le lős ség gé vá lik. Ugyanak kor fon tos
szak mai szem pont, hogy kö rül be lül ugyanazt a mun ka mennyi sé get  vé gez zék el,
mint a fron tá lis mun ka mód szer rel.

A ta nár sze re pe itt sok kal össze tet tebb. Több és több fé le mun kát igé nyel,
ugyanak kor a vál to za tos mun ka for mák a gye re kek szá má ra ér de kes sé te he tik a
té ma kört. Cél sze rű előbb szak kö rön és a fa kul tá ciós cso port ban ki pró bál ni.

A fe je zet ben a kiin du ló lé pé sek re, il let ve egy le het sé ges utol só órá ra sze ret -
nék egy-egy öt le tet be mu tat ni.
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Kom bi na to ri ka

1. feladat: (Nyol ca di ko sok köz pon ti fel vé te li jé ből)

Pis ta bá csi a kert jé ben öt hely re két sa lá tát és há rom pap ri katö vet ter vez.
Hány fé le kü lön bö ző mó don te he ti ezt meg, ha a két pap ri ka nem ke rül het
egy más mel lé? Raj zold le a le het sé ges megol dá so kat!

1. megol dás: ele mi úton
A megol dá sok fel so ro lá sát könnyí ti, ha lo gi kai lag ren dez zük az egyes ese te ket!
Pél dául ír juk fel a pap ri kaágyá sok sor szá mát mint két je gyű szá mo kat!

13 P, S, P, S, S
14 P, S, S, P, S
15 P, S, S, S, P
24 S, P, S, P, S
25 S, P, S, S, P
35 S, S, P, S, P

Te hát össze sen 6 eset le het sé ges. A feladat sze re pe a nyol ca di ko sok nál, hogy az
öt let sze rű fel so ro lást utó lag rend sze rez zük. Így biz to sít ha tó a megol dás tel jes sé -
ge, hogy egy eset se ma rad jon ki, és könnyeb ben meg ta lál juk az összes megol -
dást.
A feladat 10. év fo lya mon a kom bi na to ri ka esz kö zei vel is megold ha tó.

2. megol dás:
Te kint sük az összes olyan megol dást, mely ben két pap ri ka és há rom sa lá ta sze re -
pel.
A prob lé ma öt elem olyan is mét lé ses per mu tá ció ja, mely ben két, il let ve há rom
elem is mét lő dik.

A fel té tel alap ján 4 ese tet zá runk ki. (A szom szé dos ele mek: 1–2, 2–3, 3–4, 4–5.)
Te hát az összes megol dás szá ma: 6.

A kép let al kal ma zá sa rö vi dít he ti, egy sze rű sít he ti a feladat megol dá sát.
Ugyanak kor szük ség le het a ta pasz ta lat ra, pró bál ga tás ra, a kép let ki zá ró la gos al-
 kal ma zá sa ve szé lyes.

P i
5
3 2 5

3 2

5 4

2
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A feladat azért le het ér de kes, hogy be mu tas suk: két adott szá mú, is mét lő dő
elem ese tén a kom bi ná ció és is mét lé ses per mu tá ció egy más nak meg fe lel tet he tő.
A fen ti kép let meg fe lel öt elem má sod osz tá lyú (har mad osz tá lyú) is mét lés nél kü -
li kom bi ná ció já nak.

A prob lé ma azért le het ki vá lasz tás, mert pél dául a pap ri kák he lyé nek ki vá -
lasz tá sá val megad tuk az összes ese tet, a töb bi hely re ke rül nek a sa lá ták.

2. feladat:
Adott öt szám: 1, 2, 3, 4, 5 ese tén hány olyan há rom je gyű szám ír ha tó fel, ahol

a) van két megegye ző szám jegy,
b) a há rom kü lön bö ző szám jegy nö vek vő sor rend ben kö ve ti egy mást?

Megol dás:

a) Öt elem har mad osz tá lyú is mét lé ses és is mét lés nél kü li va riá ció já nak kü-
 lönb sé ge:

A va riá ciós kép le te ket rajz se gít he ti.

Há zi feladat le het:
Hány olyan há rom je gyű szám van, mely nek pon to san két ugyanolyan szám je -
gye van?

b) A megol dás öt elem har mad osz tá lyú is mét lés nél kü li kom bi ná ció ja, hi-
 szen há rom ki vá lasz tott szám ese tén csak egy jó (a nö vek vő) sor rend lé te -
zik, azaz nem ki vá lasz tás és ren de zés (va riá ció), ha nem csak ki vá lasz tás
(kom bi ná ció):

A pél da a va riá ció és kom bi ná ció össze füg gé se miatt le het ér de kes.
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3. feladat:

Egy 9 lép cső ből ál ló lép cső so ron hány fé le képp le het fel men ni, ha egy szer re
egy vagy két lép csőt lép he tünk?

1. megol dás:
Az el ső lép cső re egy fé le képp, a má so dik ra két fé le kép pen lép he tünk (vagy egy-
 ből, vagy az el ső lép cső fok ról). A har ma dik lép cső fok ra vagy az el ső ről, vagy a
má so dik ról, azaz össze sen 1 + 2 = 3-féleképpen. Lát ha tó, hogy egy adott lép cső -
fok ra va ló lé pé sek szá mát a két alat ta le vő össze ge ad ja.

Ez a re kur zív megadás a Fi bo nac ci-so ro zat megadá sa. an +2 = an + an + 1.

Itt a so ro zat: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55. Te hát 55-féleképp lép he tek fel a 9. lép cső -
fok ra.

2. megol dás: Kom bi na to ri kus esz kö zök kel
Az utat meg te het jük: 9 egyes, 7 db egyes, 1 db ket tes, 5 db egyes, 2 db ket tes, 3 db
egyes, 3 db ket tes, 1 db egyes, 4 db ket tes lé pés sel.
Az egyes ese tek ben a le he tő sé gek szá mát pél dául a ket tes lé pé sek sor szá ma ad ja.

Ez ki lenc elem kü lön bö ző kom bi ná ció ja (is mét lé ses per mu tá ció ja), azaz

Te hát 55-féleképp lép he tek fel a 9. lép cső fok ra.
Há zi feladat: Egy kon vex sok szög ol da lai nak és át lói nak össze ge 45. Hány ol da lú
a sok szög?

Ha csak ele mi úton old ják meg a felada tot, meg le het mu tat ni, hogy is ad  ja
a ke re sett össze get.

Va ló szí nű ség-szá mí tás

A fe je zet ta ní tá sá nak utol só óráit szer vez het jük koo pe ra tív ta nu lá si mód szer se-
 gít sé gé vel. Cél: a ne he zebb felada tok megol dá sa. Er re sze ret nék pél dá kat, le he tő -
sé ge ket mu tat ni. El ső sor ban a fa kul tá ciós cso por tok ré szé re.

Egy-egy cso port a megol dás egy-egy rész le tét dol goz za ki.
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1. feladat: (Frölich: 15 pró ba érett sé gi ma te ma ti ká ból)

Egy ré gió ban be kö vet ke zett ma dár pusz tu lá sért 3 ipa ri vál la lat: a Füst, a
Szmog és a Ko rom Kft. te he tő fe le lős sé. A mér ge zőanyag-ki bo csá tás elosz lá -
sa: a Füst Kft. 26%, a Szmog Kft. 44%, a Ko rom Kft. 30%. Mé ré sek sze rint az
egyes üze mek mér ge zőanyag-ki bo csá tá sa ese tén a ma dár pusz tu lás va ló szí -
nű sé ge: a Füst Kft.-nél 0,3, a Szmog Kft. ese tén 0,5, a Ko rom Kft.-nél 0,2.
a) Mek ko ra a ma dár pusz tu lás tel jes va ló szí nű sé ge?
b) Mek ko ra bír sá got ró jon ki a bí ró ság, ha az el hul lott ma da rak ér té ke 30

mil lió fo rint?

Megol dás:
P (M) = 0,3 × 0,26 + 0,5 × 0,44 + 0,2 × 0,3 = 0,078 + 0,22 + 0,06 = 0,358.
A ma dár pusz tu lás va ló szí nű sé ge: 35,8%.

A bír ság össze ge: 30 000 000 × 0,2179 = 6 537 000 (Ft).

A bír ság össze ge: 30 000 000 × 0,6145 = 18 435 000 (Ft).

A bír ság össze ge: 30 000 000 × 0,1676 = 5 028 000 (Ft).

2. feladat:

10 al kat rész ből 4 hi bás. Az el lenőr zés so rán 3 al kat részt vá lasz ta nak ki. Mek-
 ko ra a va ló szí nű sé ge an nak, hogy a ki vá lasz tot tak kö zül k hi bás (k = 0, 1, 2,
3), ha

a) az al kat ré sze ket egy szer re, vissza te vés nél kül,
b) kü lön-kü lön, a meg vizs gál tat vissza té ve

vá lasz tot ták ki?

Megol dás:

a) Az összes eset szá ma: 

P F M( / )
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A ked ve ző ese tek szá ma:

k = 0 ese tén 

k = 1 ese tén

k = 2 ese tén

k = 3 ese tén

b) A jó al kat rész ki vá lasz tá sá nak va ló szí nű sé ge: 

A rossz al kat rész ki vá lasz tá sá nak va ló szí nű sé ge: 

k = 0 ese tén:

k = 1 ese tén:

k = 2 ese tén:

k = 3 ese tén:

3. feladat:

Két do bó koc ká val do bunk. A nye re mény a do bott pon tok össze ge. Mennyi
le gyen a já ték dí ja, ha a szer ve ző ha szon kul csa 20%?

Megol dás:

Egy-egy do bás va ló szí nű sé ge: 

A do bott összeg: 2 (1+1), ak kor a va ló szí nű ség: 
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A do bott összeg: 3 (1+2, 2+1), ak kor a va ló szí nű ség:

A do bott összeg: 4 (1+3, 2+2, 3+1), ak kor a va ló szí nű ség: 

A do bott összeg: 5 (1+4, 2+3, 3+2, 4+1), ak kor a va ló szí nű ség: 

A do bott összeg: 6 (1+5, 2+4, 3+3, 4+2, 5+1), ak kor a va ló szí nű ség: 

A do bott összeg: 7 (1+6, 2+5, 3+4, 4+3, 5+2, 6+1), ak kor a va ló szí nű ség: 

A do bott összeg: 8 (2+6, 3+5, 4+4, 5+3, 6+2), ak kor a va ló szí nű ség: 

A do bott összeg: 9 (3+6, 4+5, 5+4, 6+3), ak kor a va ló szí nű ség: 

A do bott összeg: 10 (4+6, 5+5, 6+4), ak kor a va ló szí nű ség: 

A do bott összeg: 11 (5+6, 6+5), ak kor a va ló szí nű ség: 

A do bott összeg: 12 (6+6), ak kor a va ló szí nű ség: 

A nye re mény vár ha tó ér té ke:

A já ték dí ja: 7×1,2 = 8,4.

A vár ha tó ér ték meg ha tá ro zá sa lo gi kai úton is le het sé ges, mert egy ele mi ese-
 mény nek de fi niál ha tó a komp le men ter ese mé nye. Pél dául 2–3 ese tén 5–4, azaz
x, y ese tén 7 – x, 7 – y.
Így a nye re mény az arit me ti kai közepük (át la guk) lesz, 7.

A feladat fej lesz té sé nek le he tő sé gei:
Cél: A fen ti szim met ria meg bon tá sa.

1. A szer ve ző a két do bás szor za tát fi ze ti ki nye re mény ként. Mennyi le gyen a
já ték dí ja?
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2. A szer ve ző a két do bás össze gét fi ze ti ki nye re mény ként, de csak ak kor
nyer a já té kos, ha ha tost dob az egyik koc ká val. Mennyi le gyen a já ték dí -
ja?

A feladat ra felépít he tő feladat:
Egy lot tószel vény ára 200 Ft. A múlt hé ten a nye re mé nyek a kö vet ke zők vol-
 tak:
öt ta lá lat – nem volt
négy ta lá lat – 1 500 000 Ft
há rom ta lá lat – 15 000 Ft
két ta lá lat – 1 000 Ft
Mek ko ra volt a vár ha tó vesz te ség egy szel vé nyen?

Megol dás:
Elő ször szá mít suk ki az egyes ese tek va ló szí nű sé gét!

A vár ha tó nye re mény ér té ke:
1 500 000 × 0,00000967 + 15 000 × 0,0008123 + 1000 × 0,02247364 = 
= 14,4 + 12,18 + 22,47 = 49,05.
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A PROG RAM RÉSZ LE TES TE MA TI KÁ JA
1. osz lop 

A to vább kép zés te ma ti kai egy sé-
gei nek meg ne ve zé se; a te ma ti kai 

egy sé gek, rész té mák, altémák 
meg ne ve zé se; a leg ki sebb te ma ti kai 

egy ség tö mör tartalmai ki fej té se

2. osz lop 
A meg fe le lő 

te ma ti kai 
egy sé gek-

hez tar to zó 
mód sze rek, 
mun ka for-

mák és te vé-
keny sé gek 

meg ne ve zé-
se és tö mör 
jel lem zé se

3. osz lop 
Az is me ret-
hor do zók, 

ta na nya gok, 
se géd esz kö zök, 

tan esz kö zök, 
egyéb, a ta ní- 
 tás hoz szük-
sé ges tár gyi 

esz kö zök meg-
ne ve zé se és a 
tar ta lom ra is 

uta ló jel lem zé-
se a te ma ti kai 
egy sé gek hez 

tar to zó mun ka-
for mán ként

Az el lenőr zés–ér té ke lés 
te ma ti kai egy ségen ként 
(ahol er re szük ség van)

A te ma ti kai egy sé gen-
kén ti fog lal ko zá sok és 
mun ka for mák órái nak 

szá ma

4. osz lop 
Az el lenőr-
zés mód já-
nak rö vid  

is mer te té se

5. osz lop 
Az ér té ke-
lés szem-

pontjai nak 
meg- 

 ne ve zé se

6. osz lop 
El mé let

7. osz lop 
Gya kor lat

1. ALAP FO GAL MAK A TE HET SÉG  
  FO GAL MÁ HOZ
1.1. A te het ség mo del lek  
cso por to sí tá sa
A nagy szá mú te het ség mo dell cso-
por to sí tá si le he tő sé gei a köz tük le vő 
ha son ló sá gok, kü lönb sé gek alap ján. 
A ka pa ci tás-, a kog ni tív kom po-
nen sek, a tel je sít ményorien tált és 
a szociokulturális orien tált sá gú 
mo del lek jel lem zői

Flipchart (1 db) 
és filc tol lak  
(4 szín)

Az el hang-
zot tak 
össze fog-
la ló jel le gű 
meg vi ta-
tá sa

Pon tos 
fo ga lom-
hasz ná lat

1 0

2. AZ IS KO LAI TE HET SÉG GON- 
   DO ZÁS FŐBB MÓD SZE REI
2.1. Gaz da gí tás, dú sí tás
Ezen be lül: a gaz da gí tás fo gal má nak 
is mer te té se, a gaz da gí tá si mo del lek 
be mu ta tá sa, a gaz da gí tás gya kor la ti 
le he tő sé gei az ok ta tás ban élet ko-
ron ként és in téz mény tí pu son ként,  
a gaz da gí tás ter ve zé se a ma te ma ti-
ka te rü le tén.

tos mun ka 
(mun ka kör 
sze rin ti bon-
tás ban)

Flipchart (1 db) 
és filc tol lak  
(4 szín)

A kis  cso- 
 por tos 
mun ka 
ered mé-
nyé nek 
be mu ta tá sa 
so rán meg-
fi gye lés

A lét re-
ho zott 
pro duk tu-
mok bel ső 
lo gi ká ja és 
szak mai 
mi nő sé ge

1 2

2.2. Gyor sí tás
A gyor sí tás fo gal ma, faj tái élet ko-
ron ként és in téz mény tí pu son ként, 
ku ta tá si ér vek a gyor sí tás mel lett, 
irány el vek a gyor sí tás al kal ma zá sá-
hoz, a gyor sí tás ter ve zé se a ma te ma-
ti ka te rü le tén.

tos mun ka 
(mun ka kör 
sze rin ti bon-
tás ban)

Flipchart (1 db) 
és filc tol lak  
(4 szín)

A kis  cso- 
 por tos 
mun ka 
ered mé-
nyé nek 
be mu ta tá sa 
so rán meg-
fi gye lés

A lét re-
ho zott 
pro duk tu-
mok belső 
lo gi ká ja és 
szak mai 
minősége

1

2.3. Diff e ren ciá lás
Ezen be lül: A diff e ren ciá lás alap jai  
a ta nu ló sze mé lyi ség ében, a diff e-
ren ciá lás ál ta lá nos esz kö zei, a te het-
sé gek diff e ren ciált fej lesz té sé nek 
prob lé mái, élet ko ron ként és in téz-
mény tí pu son ként, a diff e ren ciá lás 
ter ve zé se a ma te ma ti ka te rü le tén.

 
tos mun k 
(mun ka kör 
sze rin ti bon-
tás ban)

Flipchart (1 db) 
és filc tol lak  
(4 szín)

A kis  cso- 
 por tos 
mun ka 
ered mé-
nyé nek 
be mu ta tá sa 
so rán meg-
fi gye lés

A lét re-
ho zott 
pro duk tu-
mok belső 
lo gi ká ja és 
szak mai 
minősége

1 2
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A ma te ma ti kai te het ség fej lesz té se

3. A MA TE MA TI KAI TE HET SÉG  
  FELIS ME RÉ SE, AZO NO SÍ TÁ SA
3.1. A ma te ma ti kai te het ség  
fo gal ma
A te het ség sokszínűségének de-
monst rá lá sa: a ta nu lás ban te het sé-
ges gye re kek is mér vei, a mód sze rek-
ben, il let ve a gondolkodásmódban 
te het sé ge sek jellemzői.

előadás

elem zé se

pá ros mun-
ka for má ban

Flipchart (1 db)  
és filc tol lak 
(4 szín) és 
PowerPoint 
pre zen tá ció

Be szá mo lók 
meg hall ga-
tá sa, szó be li 
ér té ke lé se

szak mai 
minősége

1 2

4. A MA TE MA TI KAI TE HET SÉG FEJ-
LESZ TÉS MÓD SZE REI, STRA TÉ GIÁI
4.1. A te het ség fej lesz tés szer ve ze ti 
for mái

ség gon do zó prog ra mok diff e ren-
ciált ha la dást biz to sí tó stra té giái nak 
be mu ta tá sá ra.

előadás
Flipchart (1 db)  
és filc tol lak 
(4 szín) és 
PowerPoint 
pre zen tá ció

Hoz zá szó-
lá sok meg-
hall ga tá sa

Adek vát 
fo ga lom-
hasz ná lat

1 1

4.2. A prob lé ma megol dás
A kü lön böző feladat tí pu sok 
jellemzői, cél irá nyos al kal ma zá suk.
Teszt felada tok, nyílt végű felada tok.
Feladat so rok jellemzői, szer ke ze te.
Lá tás mód és elemzőkész ség fej-
lesz té se.

előadás

ké szí té se 
kis cso por tos 
mun ka for-
má ban

Flipchart (1 db)  
és filc tol lak 
(4 szín) és 
PowerPoint 
pre zen tá ció

mo lók meg-
hall ga tá sa, 
ér té ke lés

 
sor funk-
ciói nak 
va ló meg-
fe le lé se

2 2

4.3. Feladat so rok elem zé se

(köz pon ti fel vé te li 6. és 8. osz tá lyo-
sok nak, érett sé gi).
Ver senyfeladat so rok (fe le let vá lasz tó 
és feladat megol dó feladat so rok)

előadás

elem zé se 
kis cso por tos 
mun ka for-
má ban

Flipchart (1 db)  
és filc tol lak 
(4 szín) és 
PowerPoint 
pre zen tá ció

mo lók meg-
hall ga tá sa, 
ér té ke lés

szak mai 
minősége

2 2

4.4. A ma te ma ti ká ban kiemelke-
dően te het sé ge sek me ne dzse lé se
Ha zai men tor há ló zat, ko rosz tá lyon-
kén ti ku ta tó mun kát se gítő bá zi sok.

Flipchart (1 db)  
és filc tol lak 
(4 szín) és 
PowerPoint 
pre zen tá ció

lá sok
Adek vát 
fo ga lom-
hasz ná lat

1 0

4.5. A ta ná ri attitűd sze re pe a te-
het ség fej lesz tés ben
A le het sé ges ta ná ri mo del lek az 
óra ve ze tés ben és a ta nár–diák kap-
cso la tok ban.

teszt

Flipchart (1 db)  
és filc tol lak 
(4 szín) és 
PowerPoint 
pre zen tá ció

lá sok meg-
hall ga tá sa

Adek vát 
fo ga lom-
hasz ná lat

1 2

5. SE GÉD ANYA GOK HASZ NÁ LA TA
Az al kal maz ha tó feladatgyűjtemé-
nyek, fo lyó ira tok megis me ré se. A fel-
hasz nál ha tó hon la pok meg ke re sé se.

bön gé szés

tos mun ka

összeg zés

be szá mo lók 
meg hall ga-
tá sa

ér té ke lés

0 2



AZ IN TEG RÁL SZÁ MÍ TÁS ÉS AL KAL MA ZÁ SAI

A jegy zet nek eb ben a ré szé ben egy előadást írok le, ame lyet a gim ná ziu munk -
ban ren de zett „Kos suth-hét re” ké szí tet tem, majd el hang zott 2009 őszén Pé csen,
a Ve ze tő ta ná rok Mód szer ta ni Kon fe ren ciá ján.

Az előadás cél ja an nak be mu ta tá sa, hogy ho gyan le het össze fog lal ni az in teg -
rál szá mí tás ról kö zép is ko lák ban ta nul ta kat, il let ve ho gyan és mi lyen irány ban le -
het ké sőbb az egye te men er re az alap ra épít kez ni.

El ső sor ban 12. év fo lya mos faktos gye re kek szá má ra ké szült, de úgy pró bál -
tam felépí te ni, hogy az ér dek lő dő, al sóbb év fo lyam ra já ró gye re kek is tud ják kö-
 vet ni a gon do lat me ne tet.

A fel hasz nált se géd esz köz az ak tív táb la, amely se gít sé gé vel az előadás in ter-
ak tív vá vál hat, mert így menet közben is le het be leír ni, kiegé szí te ni a Power
 Point ban ké szült diá kat. Az előadás után pe dig akár a táb la kép, akár a diák ki-
 nyom tat ha tók.

Az előadás fel hasz nál ha tó a te het ség gon do zás ban is, mert az emelt szin tű
érett sé gi re fel ké szí tő te het ség gon do zó szak kö rö ket ilyen for má ban le het tar ta ni.
Ilyen előadás-so ro zat egyik ele me le het ne az in teg rál szá mí tás ról tar tott előadás.
Er re len ne igény a ta nu lók ré szé ről, és szer vez he tő len ne a vá ros kö zép is ko lá sai -
nak.

Az ak tív táb la hasz ná la tá ról is ér de mes le het be szél get ni, mert vár ha tóan a
kö vet ke ző évek ben az is ko lák egy re szé le sebb kö ré hez jut el.

Az előadás diái:
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1. dia

2. dia

T = 1

T = a

T = ab

a

a

b

Területszámítás

Következmény:

Állítás:

Bizonyítás:



108
Ko vács Gá bor

3. dia

Az [a; b]-n ér tel me zett függ vény Riemann-in teg rál ha tó az [a; b]-n,
ha al só és felső kö ze lítő össze gé nek lé te zik ha tár ér té ke, és a kettő
egyenlő. Ek kor a kö zös ha tár ér té ke ket a függ vény ha tá ro zott in teg -
rál já nak ne vez zük.

sn ≤ T ≤ Sn

De fi ní ció:

4. dia

f(x) = x2

A parabolikus háromszög területe,
a határozott integrál

A parabolikus háromszög területe
Beírt téglalapok területének összege
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5. dia

f(x) = x2

6. dia

A parabolikus háromszög területe

A határozatlan integrál, mint 
a felső határ függvénye

Körülírt téglalapok területének összege

In teg rál függ vény: Le gyen az f függ vény az [a; b]-n in teg rál ha tó és x ∈ [a; b]. Ek kor 

függ vényt f in teg rál függ vé nyé nek ne vez zük.az 

Pri mi tív függ vény:  Le gyen az f(x) függ vény az [a; b]-n ér tel mez ve. Az f(x) pri mi tív
függ vé nye olyan F(x) függ vény, amely re F(x) = f(x) min den
x ∈ [a; b]-re.

Ha tá ro zat lan in teg rál: Az f függ vény pri mi tív függ vé nyei nek a hal ma zát az f ha tá -
ro zat lan in teg rál já nak ne vez zük.
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7. dia

Tu laj don sá gok:

New ton–Leib niz-for mu la, az in teg rál
tu laj don sá gai

New ton–Leib niz-for mu la:

8. dia

Alap függ vé nyek in teg rál jai
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A ma te ma ti kai te het ség fej lesz té se

9. dia

Feladat
Ha tá roz zuk meg a tra péz te rü le tét!

10. dia

Feladat
Szá mít suk ki az y = x4 – 5x2 + 4 egyen letű gör be és az x ten gely kö zött fekvő 

síkidom területét az x1 = –3 és x2 = 3 ha tá rok kö zött!

Zérushelyek:

c – a

x

x

m

ca

y

y

f
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11. dia

Feladat

12. dia

Feladat
Ha tá roz zuk meg az y = (x + 1)3 függ vény és az x ten gely kö zöt ti te rü le tet 

az [–3; 1] in ter val lu mon!

x

x x

y = (x+1)3 y = x3

y

y y
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A ma te ma ti kai te het ség fej lesz té se

13. dia

Tér fo gat szá mí tás in teg rál lal
For gás tes tek tér fo ga ta

y = f(x)

a

14. dia

Csonkakúp tér fo ga ta

R–r

x

R

r

b

y

m
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15. dia

A gömb tér fo ga ta

xr–r

y

16. dia

Feladat
Ha tá roz zuk meg az y = x2 és az y = x függ vé nyek kö zöt ti sík idom te rü le tét és 

a sík idom x ten gely kö rü li el for ga tá sá val keletkező for gás test tér fo ga tát!

x

x

y
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A ma te ma ti kai te het ség fej lesz té se

17. dia

Feladat

y = x3

y = –x3

y = 5

x

y

Szá mít suk ki an nak a for gás test nek a tér fo ga tát, ame lyet az y = x3, az y = –x3 és 
az y = 5 egyen letű gör bék ál tal ha tá rolt sík rész x ten gely kö rü li for ga tá sa kor ka punk!

Met szés pon tok:

18. dia

In teg rá lá si mód sze rek
He lyet te sí tés

1. pél da:

Ha:

He lyet te sí tés:
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19. dia

In teg rá lá si mód sze rek
He lyet te sí tés

2. pél da:

20. dia

In teg rá lá si mód sze rek
Spe ciá lis tí pu sok

Pél dák:

Pél da:
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21. dia

In teg rá lá si mód sze rek
Par ciá lis in teg rá lás

Pél da:

22. dia

In teg rá lá si mód sze rek
Par ciá lis tör tek re bon tás

Pél da:
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23. dia

Ív hossz szá mí tá sa in teg rál lal
Ne gyed kör ke rü le te

P(rcost; rsint)

y

x

r

t

24. dia

Az improprius in teg rál

Ellenpél da:

→ di ver gens, nem lé te zik improprius in teg rál ja

y

x
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